Szamitogépes Grafika mintafeladatok

1. Transzformaciok

Forgassunk 3D-s pontokat 45 fokkal az X tengely koriil, majd nytjtsuk az eredményt minden
koordinatajaban kétszeresére az origbhoz képest, utana forgassunk 90 fokot a Z tengely koriil,
végiil tikrozzink az XY sikra. Mik az elemei a 4 transzformécié egyiittesét leird 4x4-es
méatrixnak?

Segitség: sin(45°) = cos(45°) = ?

Megoldas A négy transzformécié 4 matrixa:

1 0 0 0
- 0 ¥2 2 g
1:
0 ¥2 ¥ g
00 o0 1
2.0 0 0
0200
=100 2 0
0001
0 —1 0 0]
1 0 0 0
=10 0 1 0
0 0 0 1]
1 0 0 0]
01 0 0
Ti=1g 0 -1 0
00 0 1]

Az eredmény T transzforméciés métrix ezeknek a részméatrixoknak a szorzata:

0 —vV2 V2 0
2 0 0 0
T=TyT3T T = 0 V3 —v3 0
0 0 0 1



2. Polarkoordinatak

Mi a Descartes koordinataja annak a pontnak, amelyik polarkoordinatas alakjabol az deriil
ki, hogy 60 fokot zar be a vizszintes tengellyel, és az origdtol két egységre van?

Segitség: cos(60°) = 0.5 ¢és  sin(60°) = @

Megoldas
X =r-cos(a)

Y =r-sin(a)
ahol o = 60° és r = 2

Tehat a megoldas az (1,/3) koordinataparos.



3. Baricentrikus stlyok

Adott egy pont egy baricentrikus (sikbeli) koordinata-rendszerben, melynek 3 sualypontja
adott: P = (1,v/2), P, = (v/3,V4) és P3 = (v6,V7). Ismerjiikk egy pont els6 két bari-
centrikus koordinatajat, mindkettd értéke 0.25. Mennyi lesz a harmadik koordinita?

Megoldas Mivel a baricentrikus koordinatak 6sszege mindig egy, a harmadik koordinata 0.5.



4. Homogén- és polarkoordinatak

Adott egy pont a sikon homogén koordinatas alakban:
1
P=13
2

Irjuk fel polarkoordinatéas alakban ugyanezt a pontot.

Megoldas Elgszor atvaltjuk descartes-i alakba, ehhez a harmadik koordinataval elosztjuk az

elss kettét: )
1/2
1/2
Pdesc - 3/2 ~ |: :|
1 3/2

Utana szamithatjuk a sugarat és a szoget:

1\* /3\> V10
r= = tlz) =—F
2 2 2
31
¢ =atan2 | =, = | = atan2(3,1)
2’2
Megjegyzés: atan2(3,1) ~ 71.57°, de ez nem sziikséges a ZH-n a maximalis pont eléré-
séhez.



5. Baricentrikus koordinatak

Adott harom pont @ = (0,1), b = (—1,1) és ¢ = (1,—1). Ez a harom pont alkosson egy
baricentrikus koordinéta-rendszert. Hatarozd meg az origd baricentrikus kooordinatait.

Megoldas Ki kell szamolni négy teriiletet. (Az egyszertiség kedvéért mindenhol a teriilet
kétszeresével szamolunk, hiszen a determinansok a haromszog teriiletének kétszeresét adjak)

Az a, b és ¢ pontok altal meghatarozott teriilet:

1 1 1
Agpe=10 =1 1|=(1=1)=0=1)+(0—(=1)) =2
11 -1

Az origd, a b és a ¢ pontok altal meghatarozott teriilet:

11 0
1 1 =(1-1)-0-0+0-0=0 — X=7=0
1 -1

Agpc =

o O =

Az a, az orig6 és a ¢ pontok altal meghatéarozott teriilet:
1 1 1 1
Ngoe=10 0 1|=0-0—-(0-1)+(0-0)=1 — A=<
1 0 —1 2

Az a, a b és az orig6 altal meghatarozott tertiilet:

111
1

Aapo=0 —1 0/=(0-0)—(0—-0)+(0—(-1))=1 — Ag=-=
1 1 0 2

Tehét az origd koordinatai a baricentrikus rendszerben: (0, 3, 3).

()=

Ellenzo6rzés 0 + % + % =1
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6. Vetités
Adott egy 3 x 4-es vetité méatrix:
1 2 1 3
P=12 3 2 1
00 1/2 1
Vetités utan a képernyén hol helyezkedik el a [200,100,200] " térbeli pont vetiilete?

Megoldas A projekcios métrixszal meg kell szorozni a pont homogén koordinatés alakjat:

12 1 3 fgg 603
23 2 1| 200| = 1101
0 0 1/2 1 1 101
Befejezésiil homogén osztast kell végezni:
f?g; [603/101]
101 1101/101



7. Idealis visszaver&dés

Adott egy feliilet egy pontja x = [0,1,2]" és a pontbeli normélvektora n = %[I,I,I]T.
Beérkezik egy fénysugar a feliileti pontba, melynek irdnyvektora v = % [1,0,1] 7. A feliileten a
fény tiikrozédik. Visszaverddés utdn mi lesz az 4j fénysugar egyenese (ponttal és iranyvektorral
abrazolva)?

Megoldas A visszaver$dés utan az egyenes atmegy az x ponton, igy méar csak az iranyvektoréat
kell szamolni. Az n normalvektor és v iranyvektor skalaris szorzata: n - v = .

NG
A visszaverddés Osszefiiggése (n és v egységhosszu kell hogy legyen):

vy =v —2n(n-v)

Behelyettesitve:



8. Idealis torés

Adott egy feliilet egy pontja x = [0,0,0]T és a pontbeli normalvektora n = [0, —1,0]". Be-
érkezik egy fénysugér a feliileti pontba, melynek iranyvektora v = \%[1, 1,0]". A feliileten a
fény megtorik, a relativ torésmutaté g = 1.5. ToOrés utan mi lesz az 4j fénysugir egyenese

(ponttal és iranyvektorral abrazolva)?

Megoldas A torés utan a fénysugar (egyenes) atmegy az x ponton, ez lesz a fényegyenes egyik
pontja. A megtort fénysugar iranyat a Snellius-Descartes torvény segitségével irhatjuk le. A
beesési szoget az iranyvektor és a normélvektor skaléris szorzatabol szamithatjuk ki:

1 1
cosay=-n-v=— — sina =+Vv1—cos?2a=—
V2 V2

Az n-re merdleges irany (egység hossz):

1 1 1 0 1 1 1
v—nn-v)=—\|1]4+—[-1]=—71]0 — n, =10

A torési szog a torvénybdsl:

Ebbdl a szog koszinusza:

A torés utani iranyvektor:

vy =sinf-n; —cosfB-n=

ol
Son
|

S
Lo
=55



9. Gomb metszése sugarral

Irjuk fel az origo kozéppontt 3 sugart gémb és a [0,1,2]" ponton dtmentd, %[1, 1,1]T irany-
vektort egyenes metszéspontjait.

Megoldas A gomb egyenlete: x2 + 32 4 22 = 9. Az egyenes pontjai a [0,1,2]" + %[1, 1,17
parametrikus felirdssal adhatok meg. Ebbdl a harom koordinata:

t t
z=24+—

Ve RV

t
r = —0=,
V3

Ezt behelyettesitve a gomb egyenletébe:

t\? t\? t\?
(75) (e ) +(2+75) =
Ez egy masodfoki egyenlet t-re:
2 +2V3-t—4=0
A megoldas a jol ismert megoldoképletbdl jon:

. —2v3+ 12+ 16
B 2

Ebbdl a két megoldas:
t1=—\/§+\[7, t2=—\[—\ﬁ

A megoldasokat az egyenes egyenletébe visszahelyettesitve kapjuk meg a két metszéspontot:

0 - 1
p1 = 1 + (—1 + \/;) 1
2 1
0 1
p2 = 1 + (—1 — ;) 1
2 1

Megjegyzés Ha egyenes helyett sugarral vizsgaljuk a metszést, akkor po nem megoldés, mivel
to negativ.



10. Egyenesek metszéspontja

Szamitsuk ki 2D-ben az x + 2y + 3 = 0 és a 4z + 5y + 6 = 0 implicit egyenlettel megadott
egyenesek metszéspontjat.

Megoldas Amennyiben homogén koordinatakkal szamolunk, a megoldas az A - p = 0 egyen-

x
letbdl jon, ahol A = 23 ésp=|yl.
4 5 6 1

A feladat A’ - p/ = b alakra hozhato, ahol A’ = [}l g],p' - [?ﬂ és b = [:2}
A megoldas ekkor p’ = (A")~L- ¥

A matrix inverze az adjungalt és a determinans hanyadosa:

det(A') =5-1-2-4=-3, adj(A') = [ ’ _2]

m - det](LA') adj(4) b= _% [—54 _12] ' [:2]

A miveletet elvégezve x = 1 és y = —2 adodik.

Megoldas 2 Az implicit egyenletekbdl két vektor adodik, amelyekre merdleges az eredmény
(homogén koordinatéas alakban): v1 = [1,2,3]" és vy = [4,5,6] .

Egy vektor, amelyik ezen két vektorra meréleges, a két vektornak a vektoridlis szorzataval
megkaphato:

i 7 k -3
vpXxvy=11 2 3 =1]6
4 5 6 -3
3 1
A homogén osztast elvégezve adodik a végeredmény: | 6 | ~ [_ 2} .
-3
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11. Sik metszése sugarral

Szamitsuk ki a [0,1,2]T ponton étmend és %[1, 1,1]7 iranyvektort egyenes metszéspontjat
az x + 2y + 3z + 4 = 0 sikkal.

Megoldas Az irdnyvektornak nem kell feltétlen egységvektornak lenni ezért az egyenest
[0,1,2] T +¢[1,1,1] " alakban irjuk fel. A koordinatak igy alakulnak a paraméter fiiggvényében:

r=t y=1+1t 2=2+1
Ezt behelyettesitve a stk egyenletébe:
t+2(14+t)+3(2+t)+4=0

Ebbél t = —2 addédik. Ezt visszahelyettesitve az egyenes parametrikus egyenletébe kijon, hogy
r=-2,y=—-1é2=0.

Megjegyzés Ha egyenes helyett sugarral vizsgaljuk a metszést, akkor nincsen metszéspont,
mivel ¢ < 0.
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12. Sik metszése sugarral 2

Hatarozzuk meg a p. = [0,1,2]" ponttal és a v, = %[1, 0,1]7 iranyvektorral meghatarozott

egyenes metszéspontjat azzal a sikkal, melynek egy pontja ps = [3,4, 5]T, normalvektora pedig
n:%ﬂJﬂT
Megoldas Egy p pont pontosan akkor van rajta a sikon, ha nT(p —ps) =0.

Az egyenes paraméteres alakja — az % szorzo6t elhagyva:

s(t) =10,1,2]" +¢[1,0,1]"
Mindent behelyettesitve:
w7 (s(t) = o) = [1,1,0] - (10,1,2]7 +4[1,0,1]7 = [3,4,5]) =0
1,1,0 - (#1,0,1] 7~ [3,3,8)7) =0
t—6=0
t=6
Az egyenes egyenletébe visszahelyettesitve:

5(6) =10,1,2]" +6-[1,0,1]" =[6,1,8] "

Megjegyzés Ha egyenes helyett sugérral vizsgiljuk a metszést, akkor is j6 a metszéspont,
mivel £ > 0.
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13. Szakaszvagas teszt

Elvagja-e az = + 2y + 3 = 0 implicit egyenlettel megadott egyenes a [0,1]7, illetve [2,1]T
végpontokkal megadott szakaszt?

Megoldas Be kell helyettesiteni a két pontot az implicit egyenletbe. Igy 0 4+2+3 = 5 és
2+ 2+ 3 =7 adoédik. Mivel a két szam elGjele megegyezik, nem fogja elvigni.
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14. Szakasz metszése

A pg = [2,3]" ponttal és n = %[1, 2] normalvektorral megadott egyenes elvagja-e a [10,1] T,

illetve [—2,1]" végpontokkal megadott szakaszt? Ha igen, hol lesz a metszéspont?

Megoldas Az egyenes normalvektoros implicit egyenletébe helyettesitjiik be a két végpontot.
Ha kiilonbo6z6 elGjeleket kapunk, akkor lesz metszéspont és vagni kell. A normaélvektor hossza
ebben az esetben nem szamit, az n’ = [1,2]" alakkal nyugodtan lehet szamolni.

(E-13) [ --
(-1 [

Az el6jelek kiilonboznek, tehat vagni kell. A szakasz egyenlete:

o[-

Behelyettesités a normélvektoros egyenletbe:

2] _fo—12]\" 1] _,
3 1 21
-84+ 12t+4=0
Ebbsl t = % adodik. Visszahelyettesitve pedig a metszéspont [6,1] .
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15. Felosztott feliilet

Egy haromszég harom cstcsa a = [—1,—1,—1]", b = [~1,1,1]" és ¢ = [1,0,0] " pontokban
van. A haromszog kézéppontja a sulypontban, azaz s = [—%,0,0]—r pontban. A Doo-Sabin
algoritmust futtatva hol lesznek a lapon az 4j csticspontok az elsd iterdcié végén?

Megoldas A lapon harom 1j cstcs lesz, melyek a szomszédos szakaszfelezé pontok, a lapko-
zéppont és az eredeti cstcsok atlagaként jonnek ki.

A felez6pontok:

v bo= ()2 (7)< (0
pl = —Qa — = — —_ — =
2“2 2 ) T2 0
R L ?
pp=zbt-e=-|1]+:10]=15
2 2 2 1
1 0 I
N 1 0
ps=zat+zec=; -1 +-(0])=|—3
2 2 2 1
1 0 -1
Végezetiil az 0j csticspontok (vertex-ek):
Lo 1o [T 303 T
—a+ -~ - 8= |——,—=,—=
TP P TS T T TR s
Ly Lo 11 [ 733 i
— — — —8 = -
2T TS T T 12088
+ ! + ! + ! L 0,0 !
—c+ - - —s=|=
4 4p2 4193 4 _6’ )
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