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Parametrikus feliiletek

Feliiletek megadasa

A feliileteket a gorbékhez hasonléan ponthalmazokként definialjuk
A megadasi médok a szokasosak:

> Explicit: z= f{x,y)

= {yfxy) | (xy) € DrC R?}
» Implicit: fx,y,z) =0

— {xeDrCcR3|fx) =0}

x(u, v)
» Parametrikus: p(u,v) = |y(u,v) |, ahol altaldban

z(u,v)
(u,v) €[a,b] x[c,d] —  {p(u,v) | (u,v) € Dp C R?}



Parametrikus feliiletek

Feliileti normalis

> A feliiletre pontban vett érintdsik normalvektora (sikra
merdleges vektor)

> Altaldban egységhosszii vektort szoktunk felirni

> A kiilonb6z6 felirdsokban a (nem egységhosszil) feliileti

normalis:
P> implicit:
&(Xa Y Z) 4 7)\ N
VAx . 2) = |H(x12) A0~ N
fZ(X7 .y7 z) 4///25"—\\\ ) N\ \\
» parametrikus: 4 &

n(u,v) = pu(u, v) x py(u,v)



Parametrikus feliiletek > Bilinearis feliilet

Bilinearis feltlet

» Adott négy kontrollpont, p1, p2, p3, ps € E3

> Keresiink egy egyszerii parametrikus feliletet [0, 1] x [0, 1]
felett, ami a sarokpontokban interpolalja a fenti négy pontot

» Harom linearis interpolaciéval egy egyszerii feliiletet kapunk:
b(s, t) = (1 - t)((1 — s)p1 + sp3)
+t((1 — s)p2 + spa)

ahol s, t € [0, 1].

P Lényegében: két szakaszt ,irtunk be" a t szerinti linearis
interpolacié képletébe



Parametrikus feliiletek > Bilinearis feliilet

Bilinearis feltlet

> Aszélei (s=0,t=0,s=1,
t = 1 paraméterekkel) egyenes
szakaszok.

> A fekete racs is egyenes
szakaszokbdl all, ahol
s = konstans vagy
t = konstans.

» Viszont, ha a négy csiics nincs
egy sikban, akkor a feliilet sem
sik!




Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Gorbék matrix alakja

» Egy n-edfokid polinom gorbe parametrikus alakja a
hatvdnybdzisban r(u) = > 7 ja;- v/, ue R

» Figyeljiink arra, hogy ag € E3 ésa;c R3,i=1,2,..,n

> A fenti egyszeriien felirhaté matrix alakban is, példaul
harmadfok( egész polinom esetén

() = [, 2, u, 1]
—_——

ul



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Gorbék matrix alakja — példa

» Az y = x? parabola parametrikus alakja hatvanybazisban
0] 2 1
p(u) = [1] u+ [O] u

> Matrix alakja pedig

ahol



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Gorbék matrix alakja mas bazisban

> Amennyiben ismert egy, a hatvanybazisbdl egy masik bazisba
vivé M transzformaciés matrix, akkor az 4j bazisbeli G
gorbekoordinatakkal a kovetkezé alakd a gorbe:

—ulM.
p(u) =u MAG

» Itt u”M eredménye a masik bézis, a G-ben pedig a neki
megfelelé adatok vannak a gorbérdl (pl. Bernstein bazis
esetén a Bézier vezérlépontokbdl all a G).



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Gorbék matrix alakja mas bazisban — példa

» Példaul a masodfoki Bernstein bazispolinomok

Bi(u)=(1-u?=uv"—-2u+1
B3 (u) = 2(1 — u)u = —2u* + 2u
Bi(u) = u

» Igy a hatvanybazisbél a Bernstein bazisba vivo
transzformaciés matrix alakja

1 -2 1
M=10 2 =2
0 0 1



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Gorbék matrix alakja mas bazisban — példa

» Ekkor tehat a masik bazis a képletiinkbdl

1 -2 1
[v,u,1]- |0 2 —2| = [B3(u), Bi(u), Bj(u)]
0 0 1

tehdt a G-ben a Bézier-kontrollpontokat by, by, bg sorrendben
kell eltarolni

> A gorbénk alakja ekkor

1
r(u) = [v? u,1]- [0 2 —2|- b
0



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

*Gorbék matrix alakja mas bazisban — példa
» A harmadfokd Hermite gérbe
r(u) = H3(u)ro + H3(u)r1 + Hi(u)to + H3(u)ty bazisara

Hiy(u) =21 -3*+1, HH(u)=1v* -2 +u
H3(u) = u® — ?, Hi(u) = —20° + 312

> Ezért a harmadfok( Hermite gérbe matrix alakja a kovetkez6

ro

-3 3 -2 -1 r

r 37 27 71 1

(W =[rwull b 7 g 1 g to

1 0 0 0|y
[H3(u), H3(u), H3(u), H3(u)] - G=h"(u)- G



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Baziskonverzidk

> Amennyiben ismert egy u’M; bazisban a goérbénk G;
geometriai adatait tartalmazé témb és ki akarjuk szamitani,
hogy u”M, bazisban mik lesznek a gérbénk G, koordinatai,
akkor megoldandé

uTM1G1 = uTM2G2

egyenletrendszer az ismeretlen egyiitthatdkra G,-bol
» Ebbol a megoldasra adédik, hogy

G, = M;'M; G,



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Baziskonverzidék — példa

az
> Legyen adott az elébb latott parabola p(u) = [v?, u,1] - |ag
ao
. 0 1 0] , .
alakja, ahol a; = 11:3= [p| 3= || & tegylik fel, hogy
a [0, 1] feletti részét fel akarjuk irni Bézier vezérlpontokkal
> Kellenek tehat a bg, by, by € E3 Bézier vezérldpontok

» Megoldandd

a 1 -2 17 [by
[, u,1] |a1| = [, u,1] |0 2 —2| |by
ao 0 0 1 bo



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Baziskonverzidék — példa

> Azaz a Bézier vezérlopontokra adddik

b2 1 -2 1 ar
b1 =10 2 —2 ail
bo 0 O 1 aop
azaz
b2 1 11 arz
b]_ =10 % 1 ai
bo 0 01 ap



Parametrikus feliiletek > Polinomialis gorbék

Baziskonverzidék — példa

> [gy a keresett vezérlépontok a kovetkezéek:

0
el

1 _]z
b1 :ao+§a1 = |:0:|

1
b, =ap+a;+a, = [1]

» Ell.: a bg, by, by tényleg pontok (pont + vektor)

» HF: kiszamolni a parabola [—2, 2] feletti darabjanak Bézier
kontrollpontjait!



Parametrikus feliiletek > Polinomialis tenzorszorzat feliiletek

Feliiletek matrix alakja

» Egy polinomiélis felllet parametrikus alakja a hatvanybazisban
r(u,v) =310 Y ioau'V, u,veR
> Figyeljiink arra, hogy ago € E3 és a;; € R3, (i) # (00)

> Mindkét paraméteriranyban harmadfoki feliiletek esetén ez

d33 a3z aszp asp

3,2 dz3 dz2 dz1 A
r(u,v) =[v’,u", u, 1]

da13 ai2 4dail1 ai

dp3 d4p2 4adpl1 400

=u'Av

ul

<{|—l< So



Parametrikus feliiletek > Polinomialis tenzorszorzat feliiletek

Feltletek mas bazisban

> A gorbéknél latottakhoz hasonldan, altaldnos bazisban felirva
egy felilet matrix alakjat, a kovetkezd adodik:

r(u,v)=u’ -M-G-NT.v,

ahol az M, N az m és n-edfokd hatvany — altalanos bazis
konverziés matrixok



Parametrikus feliiletek > Bézier feliilet

Bézier feliilet
> Abjc E3,i=0,..,n,j=0,..,m kontrollpoligon &ltal

meghatarozott n x m-edfokd Bézier-feliilet

m n

b(u,v) = > BI(u)B]'(v)b;

j=0 i=0

alakd, ahol u, v € [0,1].




Parametrikus feliiletek > Bézier feliilet

*Bézier felulet — derivaltak

> A gorbéknél latottakat felhasznalva az u paraméteriranyban:
n

Aub(u,v) = 0.(> B (u)by)BI'(v)

j=0 i=0
m

= nz
Jj=0

ahol Al’ob,'J = b,'+1,j — b,',j

n—1
AM0b;BI " (u)B]'(v)
i=0



Parametrikus feliiletek > Bézier feliilet

*Bézier felulet — derivaltak

» Ugyanez v szerint

m—1 n

o/b uv-mZZAOlbuBn )B" Y(v)

j=0 i=0

ahol Ao’lb;J = b,"j+1 — b,'J



Parametrikus feliiletek > Bézier feliilet

*Bézier felulet — derivaltak

> Egy adott feliileti pontban a parciélis derivaltak altal
kifeszitett sikot érintésiknak nevezziik

» Ennek normalisa — és egydttal a feliiletiink normalisa az adott
paraméterértékekhez tartozé pontban — pedig [0,p X 9.p]o,
ami a sarokpontokban szépen felirhaté a vezérlépontokkal



Parametrikus feliiletek > Bézier feliilet

*Bézier felulet — derivaltak

A gorbéknél latottakat felhasznalva a derivaltak altaldnosan a
kovetkezOképpen néznek ki:

m|n| — r, n— r m—Ss
D wsb(u, v) = TR .Z AbyB] " (u)BI'*(v)
j=0 i=0
ahol

1 i—1,j
Ubu A 7Jb+1 _ A dbi,j

1 -1
=AYb — AV by



Parametrikus feliiletek > Spline feliiletek

Spline felilet
> Alacsonyabb fokszamu feliiletdarabokat, feliiletfoltokat
(patch-eket) illesztiink egymashoz
» Csatlakozasok folytonossagara figyelni kell

> To6bb errél: Geometriai Modellezés, Feliilet és Testmodellezés
- MSc.




Parametrikus feliiletek > Miiveletek feliiletekkel

Metszés sugarral

P> Példaul egérrel torténd kijeldlés eldontésekor lehet sziikség
arra, hogy megkeressiik a p(t) = po + tv sugarunk metszetét a
b(u, v) feliletinkkel

> Tehat a kovetkezd egyenletrendszert kell megoldani:

p(t) = b(u, v), ahol az ismeretlenek t, u, v (figyeljiink a
megkotéseikre!)

> Tobbvaltozés Newton és egyebek...

> Ha csak megjeleniteni kell, akkor egyszeriibb raszterizalni
(hdromszogekkel tesszellelat feliilet)

» A metszés is kozelithetd a mesh-el valé metszéssel



Subdivision feliiletek > Motivacié

Subdivision

SIGGRAPH Subdivision tutorial a téma irant mélyebben
érdekl6ddknek: http:
//www.mrl.nyu.edu/publications/subdiv-course2000/


http://www.mrl.nyu.edu/publications/subdiv-course2000/
http://www.mrl.nyu.edu/publications/subdiv-course2000/

Subdivision feliiletek > Motivacié

Subdivision feluletek — Doo-Sabin

Vertex-split algoritmus




Subdivision feliiletek > Motivacié

Subdivision feluletek — Catmull-Clark

Face-split algoritmus
2001: Oscar Catmull-nak ,for significant advancements to the field
of motion picture rendering as exemplified in Pixar's RenderMan”




Subdivision feliiletek > Motivacié

Fogalmak — séma mesh-tipusa

>

>

A legtobb subdivision séma valamilyen regularis
felosztasi/finomitasi séman alapszik

Amikor egy séma mesh-ének tipusardl beszéliink erre az
O0ssémara gondolunk

A sikban regularisan elhelyezett pontokat szabalyos
haromszogekkel, négyzetekkel, vagy szabalyos hatszogekkel
fedhetjiik le

Ennek megfeleléen neveziink egy sémat haromszég-,
négyszog- vagy hatszég-alaptinak (gyakorlatban utdbbi ritka)



Subdivision feliiletek > Motivacié

Mesh-tipus

» Vigyazzunk: ,szép"” (teljes oldalakban illeszkedd), 6-regularis
hdromszog vagy ,szép”, 4-reguldris négyszéghaléval nem lehet
barmit lefedni degeneralt esetek nélkdl!

> A fenti regularis topoldgiakkal a végtelen siklap, vagy a
végtelen hengerpalast, vagy pedig a térusz topoldgidjanak
megfeleld feliiletek irhatdak le

» Nem fedhettk le példaul a gdmb topoldgidjanak megfeleld
feliiletek



Subdivision feliiletek > Motivacié

Négyszoghalods lefedés — Sik / henger / térusz

Ezek lefedhetok 4-reguléris négyszoghaldval



Subdivision feliiletek > Motivacié

Négyszoghalds lefedés — Gomb

» A gémb nem fedhetd le 4-reguléris haléval (pl. a bal dbran
kozépen lathatd egy harmadfokil csiics, a jobb abran pedig
font folal degeneralt négyszogek vannak amik egy cslicsban
taldlkoznak).

» Ezeket hivjuk rendkivili csicsoknak (extraordinary vertices)



Subdivision feliiletek > Motivacié

Négyszoghalds lefedés — Mobius-szalag / Klein-kancsé




Subdivision feliiletek > Face-split algoritmusok

Fogalmak — face-split (primal)

>

>

A mesh-tipusanak megfelel6 lapok mindegyikét négyfelé
osztjuk

Az €el6z8 1épés mesh-ének csiicspontjait megdrizziik (de
mddosithatjuk a pozicidjukat — ha valtoztatas nélkiil vessziik
at a pontokat, akkor interpolalé séméardl beszéliink)

Uj csticspontokat sziirunk be minden élre (kettéosztva ezzel
Sket)

Négyszog alapt sémaknal a lapbdl is szarmaztatunk egy (j
csticspontot



Subdivision feliiletek > Face-split algoritmusok

Face-split 4-regularis mesh-en

Face split for quads



Subdivision feliiletek > Face-split algoritmusok

Face-split 6-regularis mesh-en

\\M NN A4

—_—

VAN

Face split for triangles



Subdivision feliiletek > Face-split algoritmusok

Fogalmak — face-split: paros és paratlan csiicsok

Paros cslicsok (even vertices):

» Laposzté (face-split) sémaknal a durvabb felbontasd mesh
csticspontjai, amelyek megfelelnek a finomabb mesh
csucspontjainak

> Az el6zé abrakon fehérrel jelolt pontok

Paratlan cstcsok (odd vertices):

> Az (jonnan l|étrejott csicsok, amelyek nem feleltethetéek meg

a finomitas el6tti szint egyetlen cstcspontjanak sem

> Az el6z6 abrakon feketével jelolt pontok



Subdivision feliiletek > Catmull-Clark felosztas

Catmull-Clark

1
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Mask for an edge vertex Interior
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Mask for a boundary odd vertex Crease and boundary

a. Masks for odd vertices b. Mask for even vertices



Subdivision feliiletek > Catmull-Clark felosztas

Catmull-Clark

» Face-split algoritmus, négyszoglapokbdl allé meshre definialt

> Az (j csicspozicidk a lapszomszédos cslcsok silyozott
atlagaként (baricentrikus kombinacié) all el6. A silyok az
el6z6 abran lathatdk a jelolt pontokra vonatkozdan.

> A lap kozepén keletkezd Gj pont egyszeriien a stlypontja a lap
csticsainak

> Egy élen keletkezd (j csucs az eredeti él két végpontjat %, a
tobbi azonos lapon 1évé cslicsot pedig % stllyal szamitja

> A paros pontoknal az 0j poziciéhoz az élszomszédos csiicsok
nagyobb sillyal szerepelnek, a lapokon atlésan szomszédos
stlyok pedig kisebb sillyal. Az abran jelolt k érték a csiiccsal
szomszédos lapok szama.

> Kezelhetd tovabba a mesh széle is (boundary), valamint
azonos médon, ha egy éles élt szeretnénk hagyni a modellben
(crease)



Catmull-Clark felosztas

>

Catmull-Clark

Subdivision feliiletek




Catmull-Clark felosztas

>

Subdivision feliiletek

Catmull-Clark — boundary




Subdivision feliiletek > Catmull-Clark felosztas

Catmull-Clark — crease

Catmull-Clark with Sharp Creases




Subdivision feliiletek > Vertex-split algoritmusok

Fogalmak — vertex-split (dual)

» llyenkor minden csticspontbdl keletkezik egy () cstcs az
Osszes, eredeti cslicsra illeszkedd lap mentén
> A régi lapbdl 4j lap szadrmazik kozvetleniil

> Az élek mentén 0] lapok sziiletnek (az élek végpontjaibdl az él
altal szétvalasztott két lapra sziiletd () csicspontokat
Osszekotve)

> A régi csticspontok helyett egy 4j lap sziiletik, a csticsbél
sziiletett 0j csicspontokkal



Subdivision feliiletek > Vertex-split algoritmusok

Vertex-split 4-reguldris mesh-en

R ..
/l\..

Vertex split for quads

4]




Subdivision feliiletek > Vertex-split algoritmusok

Osszehasonlitas — face- és vertex-split

» Regularis négyszoghaldn mindkét esetben 4-regularis lesz az {j
halé is — tartja a topoldgiat

> Figyeljink: regularis haromszoghaldknal vertex-split utan
harom-, négy- és hatszogeket is kapunk!



Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin

Eredeti cikk:
https://web.archive.org/web/20110707175713/http:
//trac2.assembla.com/DooSabinSurfaces/export/12/
trunk/docs/Do0%201978%,20Subdivision)20algorithm. pdf

Rovid leirds: http://www.cs.unc.edu/~dm/UNC/COMP258/
LECTURES/Doo-Sabin.pdf

D e D
[ICR——
D —
ot — D
) — D

— 3 3—1
I
— 1 9 —3


https://web.archive.org/web/20110707175713/http://trac2.assembla.com/DooSabinSurfaces/export/12/trunk/docs/Doo%201978%20Subdivision%20algorithm.pdf
https://web.archive.org/web/20110707175713/http://trac2.assembla.com/DooSabinSurfaces/export/12/trunk/docs/Doo%201978%20Subdivision%20algorithm.pdf
https://web.archive.org/web/20110707175713/http://trac2.assembla.com/DooSabinSurfaces/export/12/trunk/docs/Doo%201978%20Subdivision%20algorithm.pdf
http://www.cs.unc.edu/~dm/UNC/COMP258/LECTURES/Doo-Sabin.pdf
http://www.cs.unc.edu/~dm/UNC/COMP258/LECTURES/Doo-Sabin.pdf

Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin — Uj pontok szamitasa




Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin — Uj pontok szamitéasa

P> Vertex-split algoritmus: minden lapon csticsonként egy (j
csticspontot szamitunk ki.

» Legyen a kivélasztott csiics V € E3, a lapon két szomszédos
cstics V4 és Vo € B3 és a lap csiicsainak silypontja F € E3

> Ekkor a két élpont £y = 3V + 3V és B, = 3V + 3 Vs
» Az (j csiicspont pozicidja pedig V/ = %V—i— %El + %Eg + %F



Subdivision feliiletek

Doo-Sabin

>

Doo-Sabin felosztas



Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin — Lapokbdl szarmazé lapok

Az eredeti lappal megegyez6 oldalszam



Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin — Elekbd| szarmazé lapok

Mindig négyszog



Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin — Cslicsokbdl szarmazé lapok

A cslics szomszédaival megegyezé oldalszami



Subdivision feliiletek > Doo-Sabin felosztas

Doo-Sabin

Vigyazzunk, a kialakulé sokszogek nem biztos, hogy sikbeliek!
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