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Geometria kdzvetlen tarolasa

> A mai modern grafikus API-k pont, szakasz és haromszog
primitiveket hasznalnak

» Ebben a pontban megnézziik, hogy milyen médon tarolhatéak
el ezek hatékonyan

> Tovabba azt is, hogy miképp tudunk szomszédossagi
informacidkat is kinyerni
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Geometria taroldsa — brute force

> Altaldnosabban nézve, legyenek a primitiveink sikbeli
poligonok, amiket csiicspontjaik felsorolasaval reprezentalunk
(valamilyen rogzitett bejarasi irdny szerint)
» Poligonokkal kapcsolatos feladatok:
> tarolas
» transzformalas
P> szomszédossagi lekérdezések
» Brute force tarolds: minden oldalhoz eltaroljuk az 6sszes
cslicsot egyszer

> Ha csak hdromszogek vannak a geometridban, ezt nevezik
haromszog-levesnek (triangle soup)
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Geometria ,, brute force” tarolasa

struct triangle {
float x1,yl,z1;
float x2,y2,z2;
float x3,y3,z3;

H
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A , brute force"” tarolas elemzése

P Tarolas: ha vannak poligonoknak k6zos csicsai, akkor ezeket
tObbszor taroljuk — feleslegesen — nem tal jé
> Még rosszabb, ha vertex-attribdtumokat is tarolunk (pl.
norméalvektor, textirakoordinitak)
» Transzformalas: a kdzos cslicsokra annyiszor fogjuk elvégezni
a transzformacidkat, ahanyszor szerepelnek — nem hatékony

> Lekérdezések: fogalmunk sincs, ki kinek a szomszédja, csak az
Osszes cslics bejarasaval tudunk eredményre jutni —
katasztrofa

> Egyetlen elonye, hogy ennél egyszeriibben mar nem is lehetne
tarolni
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Index pufferek

P> Alapotlet: taroljunk minden cslcsot egyszer, egy nagy kozods
tombben!

> A poligonok csak hivatkozzanak a csiicsok tdmbjének elemeire.
» Ez az index puffer.
» Minden GPU tadmogatja.
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Index pufferek

struct vec3 { float x,y,z; };

struct Vertex {
vec3 pos;
// + egyéb attribGtumok

I

std :: vector<Vertex> vertexBuffer;
std :: vector<unsigned int> indexBuffer;
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Index puffer

3 2 vertex buffer
0: [ )
1: @)
2: o
3: ®
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Index puffer

3 2 vertex buffer index buffer
0: o] 0
1: ‘ < (R 1
2: e | - 3
3 e«
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Index puffer

3 2 vertex buffer index buffer
0 e 0
S o s p
2. oo} 3
3: .< N T
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Példa

» Vegyiink egy N x N db négyzetbdl 4ll6 racsot (négyzetenként
két haromszogbél 6sszerakva)! Mennyi adatot kell eltarolnunk
ehhez?

> Meérete index puffer nélkiil: 6 csiics/négyzet, N x N négyzet:
6N\? csiicspont.

» Meérete index puffer-rel: (N+1) x (N+1)= N> +2N+1
cstics (+ 6N? egész szam, index)

» Mikor éri meg? Azaz hogyan viszonyul egymashoz 6/\? és
N2 + 2N + 17
6N >N 4 2N + 1
0>—5N 42N +1
N>1,ha NeZ*
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Példa — folyt.

> Mar egy négyzetnél is megéril

> Pl. ha N=10

> Meérete index puffer nélkiil: 600 cstcsot tarolunk és
transzformalunk

> Meérete index puffer-rel: 121 csicsot tarolunk és
transzformalunk + 600 indexet tarolunk
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Index puffer-ek GPU-n

» Minden videokartya, ,,amit még nem gylijtenek a mizeumok”
(idézet 2010-bél) tdmogatja az index puffer-eket.

» A csicspontok tombje (vertex buffer) nem csak pozicidkat
tartalmazhat, hanem normalvektorokat,
textira-koordinatakat, és még sok mast — ezek a vertex
attribatumok.

> Egy index mindezekre egyiitt hivatkozik.
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Kocka probléma

» Figyeljink: az index puffer csak akkor tud segiteni, ha bar
kilénb6z6 haromszogeknél hasznaljuk fel ugyanazt a csiicsot,
de mindegyik haromszog ugyanannak a feliiletnek a kozelitése!

> Ha egy kockat rakunk 6ssze haromszogekbdl, akkor egy
sarokban 1évé csiics min. harom, max. hat haromszognek a
cslicsa, de minden egyes csiicspont harom kilonb6z6 feliilet
(az ott 6sszeérd harom lap) pontja

> Tehat bar index puffer-rel elég lenne csak 8 csiicsot
nyilvantartani, amint megvilagitunk és feliileti normalisokra
lesz sziikséglink baj lesz!
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Kocka probléma
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Kocka

>

>

probléma

A probléma: bar egyetlen térbeli pontot jelol egy sarok,
valéjaban harom kiilonb6zo felulet feliileti pontja

Mivel a cstcspontokban pozicidkon kiviil felileti
tulajdonséagokat is tarolunk (normalis), ezért ilyenkor még
index pufferrel sem spodrolhatjuk ki a térbeli redundanciat!

Oldalanként kiillén meg kell adni a csiicsokat, ugyanolyan
pozicid, de a harom oldalnak megfeleléen harom kiilonb6z6
normalis segitségével: Osszesen tehat 3 x 8 cslics keriil az
vertex buffer-ba

Azonban még ebben az esetben is memoriat spoérolunk, mivel
a kocka minden oldaldn a két haromszognek van két-két kozos
cslicsa



Geometria és topoldgia tarolasa > Geometria tarolasa

Az index pufferes tarolas elemzése

» Tarolas: hatékony.
» Transzformalds: hatékony.

» Szomszédsagi reldcick: kdzos csiicsokat mar tudunk, de
igazabdl még mindig fogalmunk sincs.
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Szomszédsagi viszonyok

> Néha kellenek a szomszédok, pl. feliilet-felosztasoknal,
degeneralt primitivek kisziirésekor, egyes felhasznaldi inputok
kezelésekor stb.

> Ismertek a cslicsok = szamithaté mi, minek a szomszédja!

> Egy csiicsban tetszbleges szamu poligon taldlkozhat =
dinamikus adatszerkezet kéne (azaz egy-egy eltarolt elemhez
valtozé mennyiségli adatot kell tarolni)

» Jobb megoldas: Szarnyas-él (winged-edge) adatszerkezet!
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Szarnyas-él adatszerkezet

vvyyypy

Az alakzatokat hatarukkal leiré (B-rep) (boundary
representation) reprezentaci6 egyik gyakran hasznalt
topoldgiatarolé adatszerkezete manifold poliéderek esetén

Tarolas soran csticsokat, éleket és lapokat kilonboztet meg
Az élek szempontjabdl taroljuk a feliiletet
Minden élhez fix szam( adat tartozik

Segitségével pl. gyorsan korbe lehet jarni egy poligon éleit,
kdzben megkapva minden szomszédot
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Szarnyas-él adatszerkezet

» Minden lapot egy élsorozat hatarol — minden laphoz téroljunk
egy, az élsorozatidhoz tartozé tetszoleges élre mutatd pointert

» A cslcspontok élekhez illeszkednek (vagy beléle indul ki, vagy
6 a célja) — taroljuk valamelyikiiket a csticsokhoz!
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Egyetlen él adatai
, csucs lap balra jobbra
él ~ - T = T =
start | vég | bal | jobb | el6z6 | kdv. | el6z6 | kov.
a B A 5 b d e

6 | c
A
d
/b
5 la| 6

~—

Cc

~
~

e
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Egyetlen él adatai

> Egy él két csiicsot kot Ossze — taroljuk ezeket az élben

> Egy él legfeljebb két laphoz tartozhat — az egyik a baloldali, a
masik a jobboldali lap lesz, ezekre mutaté pointereket (vagy
indexeket) tarolunk

> A fenti két lapon egyittal egy-egy élsorozat (az adott lapot
alkoté élsorozat) része is az adott él — mindkét élsorozatban
taroljuk a rakovetkezGjét és megel6z6jét az adott élnek az
adott lap bejarasi irdnydnak megfeleléen (1)
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Egyéb tablazatok

Csticsok tablaja Lapok tablaja
» cstcs ID > lap ID

» csiicsbdl indulé él > lap egy éle



Geometria és topoldgia tarolasa

Példa: tetraéder

>

Topoldgia tarolasa > Szarnyas-él adatszerkezet
o i s A A ANA A
a A D 3 0 f e c b
b A B 0 2 a c d f
c B D 0 1 b a e d
d B c 1 2 c e f b
e C D 1 3 d c a f
C f C A 3 2 e a b d
vertex| edge face | edge
A a 0 a
B d 1 c
c d 2 d
D e 3 a




Geometria és topoldgia tarolasa > Topoldgia tarolasa > Szarnyas-él adatszerkezet

Pl.. Egy lap 6sszes szomszéd lapjanak felsorolasa

def allNeighbours(face, edges, vertices, faces):
startEdge = faces|[face]
edge = startEdge
output = []
do:
if edges[edge].facelLeft =— face:
output.append(edges[edge]. faceRight)
edge = edges[edge].succleft
else:
output.append(edges|[edge]. faceleft)
edge = edges[edge].succRight
while edge != startEdge
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Pl.. Egy lap 6sszes szomszéd lapjanak felsorolasa

Topoldgia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

~— ® vertices faces
edge f\a 9 edge i vertex edge face edge
2 ﬁ(z AR EE A h 0 h
vertex
"o end | F B b 1 h
¢ —_— . left | O C | 2 j
~— ace
! 3 right| 3 D c 3 i
4 € prev| h E e 4 d
toLeft - -
face = 0 m . next | F |
edge = i \®/ . prev| e G g
startEd =h toRight
ge = next | d H k
output : [1] | m
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Pl.. Egy lap 6sszes szomszéd lapjanak felsorolasa

>

Topoldgia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

edge = j
startEdge = h
output : [1,3]

face = 0 m

vertices faces
9 edge i vertex edge face edge
2 start| F A h 0 h
1 y\<\\ vertex end [ A B b 1 h
: face left | 0 C | 2 j
right| 2 D c 3 i
€ prev| i E e 4 d
toLeft -
next | h F j
! prev| g G g
toRight next | f H k
| m
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Pl.: Egy lap 0sszes szomszéd lapjanak felsorolasa

Topoldgia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

ﬁ

edge

face = 0
edge = h
startEdge =
output :

[,

vertices faces
P a 9 edge h vertex edge face edge
o 1 ﬁ(z T vertex start| A A h 0 h
% i end | D B b 1 h
(%°\@£ - gl) L c I 2 j
! right| 1 D c 3 i
é\ 4 3 . prev| j E e 4 d
toLeft - -
m . next | i F i
. prev| c G g
13‘ 21 \®/ toRight next | a H k
! | m
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Pl.. Egy lap 6sszes szomszéd lapjanak felsorolasa

» Azaz: induljunk el az adott lap reprezentans élébdl (amit
tarolunk a laphoz)

> Ha az éppen vizsgalt él bal oldali lapja az adott lap: kiirjuk a
jobb oldali lapot és tovabblépiink a bal lap kovetkezo élére

» Kiilonben a jobb oldali lap az adott lap, a bal oldalit irjuk ki
és a jobb rakovetkezd élre 1épiink

> Az iteracié érjen véget, amint visszaériink az adott lap
reprezentans élébe
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Pl.. Egy adott cslcsot tartalmazé osszes lap felsorolasa

def allFaces(vertex, edges, vertices, faces):
startEdge = vertices[vertex]
edge = startEdge
output = []
do:
if edges[edge].vertStart = vertex:
output.append(edges[edge]. facelLeft)
edge = edges[edge]. predLeft
else:
output.append(edges[edge]. faceRight)
edge = edges[edge]. predRight
while edge != startEdge
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Topoldgia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

Pl.. Egy adott cslcsot tartalmazé osszes lap felsorolasa

ﬁ ® vertices faces
edge f\a 9 edge d vertex edge face edge
b 2 start| E A h 0 h
1 vertex
"o end | D B b 1 h
° ) left | 4 C | 2 j
! face -
| right| 3 D c 3 i
4 N € prev | k E e 4 d
toLeft -
vertex = D m « next| c F i
edge = d \®/ . prev | i G g
startEdge = c toRight next| e H K
output : [4] | m
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> Topolégia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

Pl.: Egy adott cslcsot tartalmazd Osszes lap felsorolasa

ﬁ ® vertices faces
edge a 9 edge i vertex edge face edge
P 21 start| D A h 0 h
1 vertex
"o end | F B b 1 h
i i left | O C | 2 j
. face - -
! ‘3 right| 3 D c 3 i
4 d € prev | h E e 4 d
toLeft - -
vertex = D m K next | j F j
edge = i \@{ prev | e G g
- toRight
startEdge = c next | d H K
output : [4,3] | m
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Pl.. Egy adott cslcsot tartalmazé osszes lap felsorolasa

ﬁ

edge

vertex =D
edge = i
startEdge =
output :

[4,

® vertices faces
a 9 edge h vertex edge face edge
b 21 start| A A h 0 h
1 vertex
%) i end | D B b 1 h
¢ . left | 0 c | 2 j
face -
! 3 right| 1 D c 3 i
4 d € prev| j E e 4 d
toLeft - -
'm next | i F i
k
\®/ i prev| c G g
toRight
: 0 I M ext| = H k
,01] | m
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> Topolégia tarolasa

>

Szarnyas-é| adatszerkezet

Pl.: Egy adott cslcsot tartalmazd Osszes lap felsorolasa

~— ® vertices faces
edge a 9 edge c vertex edge face edge
J %2 O e L5t © A h 0 h
vertex
g end | D B b 1 h
\\°\\ i . left | 4 c I 2 j
ace
! 3 right| 1 D c 3 i
4 € prev | d E e 4 d
toLeft -
vertex = D m ‘ next | | F j
edge = c \@)/ . prev| b G g
startEd: = toRight
ge = ¢ next | h H k
output : [4,3,0,1] | m
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Fél-él adatszerkezet

> A winged-edge élét vegylik szét két fél-élre
> — lényegében az élek lapra vett vetiiletével dolgozunk

> A fél-élhez csak egy lap tartozhat + meg kell jegyezniink a
testvér fél-élét (az adott él masik oldali lapra vett vetiletét)

> A reprezentacié kozponti eleme a fél-él (half-edge)
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Half-edge
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Half-edge

he->next

he-»vertex

he->face he he->sym
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Fél-él adatszerkezet

» Szigori értelemben véve egy fél-élhez pontosan egy csics, él
és lap tartozik (de gyakorlatban ennél tobbet tarolni hasznos
lehet)

> A kovetkezot taroljuk egy fél-élben: az fél-él cél csicspontja
(vertex), a fél-él testvére (sym), a fél-él lapja (face) és a lapot
korbefogd fél-élsorozatban a rakovetkezdje (next)

> A lapokhoz egy tetszbleges alkotd fél-él pointerét jegyezziik fel

v

A csticspontokhoz egy befutd fél-élt

» HE—sym—sym = HE, HE—next—sym—vertex =
HE—vertex stb.
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

def faceloop(HE):

loop = HE

output = []

do:
output.append(loop)
loop = loop—>next

while loop != HE

>

Fél-é| adatszerkezet
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

olo|lO|T
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

edge c
vertex D
face 0
next d
sym c
loop = c
HE = a

output: [a,bl]
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

edge d
vertex E
face 0
next e
sym d'
loop = d
HE =

output: [a,b,c]
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

edge e
vertex A
face 0
next a
sym e'
loop = e
HE = a

output: [a,b,c,d]
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Pl.: Lap éleinek korbejarasa

edge a
vertex B
face 0
next b
sym a'
loop = a
HE = a

output: [a,b,c,d,e]
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Reprezentacid

%)
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Reprezentacié

%)
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Reprezentacid



Gorbék reprezentacidja

Gorbék megadasa

> explicit: y=f{x),xe R
. x(t)
» parametrikus: p(t) = ,teR

(1)
> implicit: {x,y) =0, x,y€R
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Gorbék megadasa

> Most azt vizsgaljuk meg, hogy milyen adatokat kell eltarolni,
hogy egy tetszdleges ((n. szabadformdjii) gorbét
egyértelmiien reprezentaljunk

P> Ezt most a parametrikus megadasi méd segitségével nézziik
meg
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Linearis interpolacio

> Legyen adott két pont, a,b € E3. A két ponton atmend
egyenes parametrikus egyenlete:

p(t) = (1 — t)a + tb,

ahol t € R.

» Ha t € [0,1], akkor az a, b pontokat 6sszekotd egyenes
szakaszt kapjuk.

p(©) b= p(1)

a= p(0)
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Linearis interpolacio

P> Az egyenes szakaszt egyértelmiien azonositja a szakasz két
végpontja, aés b

> Ez a legegyszeriibb , gorbe” a két pont kozott

v

Hogyan lesz ebbdl ,,szép” gorbe?

» ,Szép” =~ valami szépen, folytonosan valtozé
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Szépség — parametrikus folytonossag

> (9 a gorbében /feliiletben nincsenek lyukak, nem szakad meg
sehol

» Cl: a derivalt is folytonosan valtozik (DE: a derivalt
paraméterezéstél fiigg!)

> (?: a gorbe/felillet masodik derivéltjai is folytonosan
valtoznak
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Szépség — derivaltak

» Ne feledjik, a parametrikus gorbe p(t) = bg?] alakd

» Tehat a derivaltak p'(t) = [jgiﬂ p’(t) = [j’(t)] stb.
alaktak

» Példa: mi a derivéltja a p(t) = [tz; t] gorbének a t =0 és
t = 1 pontokban?

» Példa: mi lesz az elsd és masodik derivaltgorbéje (hodografja)
a p(t) = (1 — t)a+ tb gorbének?



Gorbék reprezentacidja > Linearis interpolacié

Parametrikus folytonossag

Legyen adott két parametrikus gorbe, r(t),s(t) : [0,1] — E3,
amelyeknek van egy koézés pontja, azaz pl. r(1) = s(0) = p. Ekkor
a két goérbe a p-ben

> 0 <= r(1) =s(0)

> Ct e A AF() =5¢(0)

> e CAF(1) =5"(0)

> "< " ar)(1) = s(7(0)
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Parametrikus folytonossag

CO

CT

C2
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Parametrikus folytonossag

Co CT C2
r(t r'(1)=s'{0)
s(1) riz) s(e)

r'(1)
s'(0)
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Parametrikus folytonossag

c? c’ c2

r'(1)=s"(0)

"(1)=s""(0) s(z)
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Kitéré — geometriai folytonossag

» A szemiinknek nem csak az lesz folytonos, ami
parametrikusan is az

> Nem teljesen szabatos matematikai definicidkat kovetkeznek

> A geometriai folytonossagnal paraméterezéstdl fiiggetlen
folytonossagi megkotéseket tesziink:
> G°: a gorbében /felilletben nincsenek lyukak, nem szakad meg
sehol
» G': a csatlakozasoknal ha a derivaltak nem is egyeznek meg,
de da > 0 dgy, hogy m; = am; 4
> G2 a gorbe/feliilet gorbiilete folytonos a csatlakozasban is
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Torott vonal

Ha egy ,,sima” gorbét szeretnénk abrazolni, akkor szakaszokkal
tudjuk kozeliteni (tesszellalni)
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Torott vonal

Ha egy ,,sima” gorbét szeretnénk abrazolni, akkor szakaszokkal
tudjuk kozeliteni (tesszellalni)
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Torott vonal

» Adottak p; € E3,i=0, ..., n pontok és mindegyik
Pi, Pit+1,i = 0,...,n — 1 pontpart kdssiink 6ssze egy szakasszal!

> Legyenek tg < t1 < ... < t, € R paraméterek a p; pontokhoz
hozzarendelve

» Ekkor az eredmény torott vonal felirhatd egyetlen paraméterrel
is: ha a t € [ty, ty] paraméter aktudlis értékére t € [t;, tit1]
igaz, akkor a hozzatartozé pont

tiy1 — t t—t
pi+ Pi+1
tiy1 — t ’ tiv1 — t; I

> Ez egy interpolalé megkozelités, azaz a reprezentaciét képezd
ponthalmaz Gsszes elemén athalad a reprezentalt gorbe
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Polinomialis gorbék

» Ha C%-nal magasabb fokii garantalt (!) folytonossagot
akarunk, akkor préobalkozhatunk polinomokkal

> A po, ..., pn pontokra illesztheté egy n-edfok( polinom
> A jél ismert hatvanybazisban ez p(t) = Y7, a;t/, t € R alakd

(pl: p(t) = H 24 m tt H)

» De mi lenne a geometriai értelmezése az a; € Rk
egyutthatéknak? Mit abrazolnak?

> — masik bazist keressiink inkabb, ahol a reprezentaciét
képez6 elemeknek szemléletesebb jelentése van

» De el6tte oldjuk még meg a feladatot!
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Polinomialis gorbék
> Legyenek adottak pg, ..., pn € E3 pontok és
th < t1 < .. < t, € R paraméterértékek
> Keressiik azt az n-edfoki p(t) = Y1 ja;it’, teR

parametrikus gorbét, amely az adott pontokat interpolalja az
el6irt paraméterértékeknél, azaz amelyre

p(ti) =p;, i=0,1,.,n

P3| &0
\>
P
//
P>
\\ Py
\\.
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Polinomialis gorbék

> Megoldandé tehat az

1 f tg . tg ap Po

1 8 .t Slar| _ |p1

1 t, B tr] lan Pn
~~ e e Ve
14 a b

lineéris egyenletrendszer, az ismeretlen ag, .., a, € R3
egyltthatdkra

» Ha det(V) # 0, akkor van megoldas

» De vegyiik észre: V egy Vandermonde matrix — determinansa
nem nulla (mivel nincs i # j, hogy t; = t;)

> A keresett egyiitthatok tehat a = V"1b
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Polinomialis gorbék — parabola példa

» Tehat ha példaul egy parabolaval szeretnénk a t =0,1,2
pontokban interpolalni a pg, p1, p2 pontokat, akkor

1 00 ap Po
1 1 1f-]a1| = P1
1 2 4 ap P2
egyenletet kell megoldanunk
> Azaz a keresett egylitthaték
ap 1 0 0 Po
al|=|-3 2 —3 P1
a ;3 -1 3 P2

> A parabola pedig p(t) = ay- 2 +a; - t+ ag
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Interpolacié vagy approximacié?

Interpolacid: a gorbének at kell haladnia a vezérlépontokon
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Interpolacié vagy approximacié?

Approximacié: a gorbének csak kozelitenie kell a vezérlépontokat
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Sok vezérlopont esete

> A vezérldpontok szdmaval egylitt né a fokszdm — egy id6
utan lehet meg kell elégedniink az approximacidval, de az sem
lesz mindig jé

» A magas fokszamu polinomok erésen , hulldmozhatnak”

» Pl.: Runge-probléméja: az f(x) = Wlw fliggvény (piros)
kozelitése soran 6todfoki (kék) és kilencedfokd (zold)
polinomokkal
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Sok vezérlopont esete
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Spline gorbék

P> Ne egyetlen polinommal prébaljuk interpolalni vagy
approximélni az adatpontjainkat (vezérlépontjainkat)

» Hasznaljunk Osszetett gérbét, amely alacsonyabb fokszamiu
szegmensekbdl all

> igy kikiiszobolhetd a magas fokszammal jaré oszcillacié, illetve
a kontrollpontok médositasanak kihatdsa az egész gorbére, de
a polinomialis szegmensek folytonos csatlakozasara kiilon
figyelni kell

» Es még sok minden masra is, de...

» Részletek: NumAnal - BSc.; Geometriai Modellezés, Fellilet és
Testmodellezés - MSc.
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Spline gorbék
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Hermite interpolacio

> A goérbénk tarolasdhoz bizonyos pontokban jegyezziik fel a
gyorsulas stb. ... vektorat (azaz legyenek adottak
x(t;), X' (t;),x"(t;), ...) pont és derivalt adatok, i=0,1,...)

» Keressiink egy olyan bazist, amibe ezeket a fenti adatokat

koordinataként beirva a kapott gorbe interpolélja a megadott
adatokat
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Harmadfoki( Hermite interpolacié

> Két pont kozott, t € [0, 1]-re megfogalmazva, keressiik a
p(t) = Hy(t)po + Hg(t)mo + Hi(t)p1 + Hi(t)m

alakd parametrikus gorbét amelyre
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Harmadfokd Hermite bazisfiiggvények

p(t) = H3(t)po + Hy(t)mo + HY(t)p1 + Hi(t)my
> Keressitk harmadfokd, egész polinomként az ismeretlen Hf(t)

bazisfliggvényeket, azaz legyen

H{(t) = a,-jt3 + butz + cjjit + dU

> Azt akarjuk, hogy p(0) = po, p(1) = p1, p’(0) = mo,
p’(1) = my teljesiljenek

» Ekkor megoldandé aj;, bjj, ¢jj, djj, i,j =0, 1-re

HO) =1 H©0) =0 H(0)=0 H(0)=0
(HY(0)=0 (HY(0)=1 (H)(0)=0 (Hi)(0)=0
MO =0 H(1)=0 H1)=1 H(1)=0
(HY(W)=0 (H)Y@)=0 (K)(1)=0 (H)(1)=1
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Harmadfok( Hermite bazis

» A harmadfok( bazisunk ekkor a kdvetkezo lesz:

H(t) =28 -3 +1
Hy(t) =t -2 +t
H(t) = =262 + 38
Hi(t) = £ — £

» Ha van n+ 1 bejové adatunk, akkor minden par kozé
szerkesztve egy-egy gorbét az Osszeillesztésbol kapott n
harmadfoki szegmensbél 4116 spline C* lesz
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Harmadfok( Hermite bazis

1
0.8 -
0.6
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0
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Catmull-Rom spline

> Ne legyen kozvetleniil adott a derivalt, hanem a szomszédos
pontokbdl szamoljuk ket a kovetkezoképp:

m; = Pi+1 — Pi-1
tit1 — ti-1
> Ezutadn a megadott p; és a fentiek szerint szamitott m;
adatokra paronként illessziink Hermite-gorbéket

Py
P> m,
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*Kochanek-Bartels spline

» A Catmull-Rom spline-hoz hasonldan itt is szamitott adat lesz
a tangens, de most hdrom paraméter is adott hozza:
> T: tension, T € [-1,1]
> B: bias, Be [-1,1]
> C: folytonossag (simaséag), C € [—1,1]

> A Catmull-Rom spline-t kapjuk, ha T=B=C=0
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*Kochanek-Bartels spline

NN AN

—  Tension

AN

VAN

— Continuity——

AN

1\

— Bias



Gorbék reprezentacidja > Hermite interpolacié

*Kochanek-Bartels spline

» A fentiek felhasznalasaval az i~edik szegmens két
végpontjanak derivalt-értékei legyenek

L _1-Da+BE+0

5 (pi — Pi-1)
FA=T0-BA-0, )
mj1 = (1-na ; B - C)(pi+1 - pi)

+ i-nu ; L+ C)(Pi+2 — Pit1)
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Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

b, b,

[9%)
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Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

b, b,

(1—1)b,+1b,=b)

=(1—1)b,+1b,

[9%)
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Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

® b,
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Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

[99)
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Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

b <: .
b2<{ b1§ bf/t' b
b7 °



Gorbék reprezentacidja > Bézier-gorbék

Bézier-gorbe — de Casteljau algoritmus

» Demd (link)
» Altaldnosan: egy n-edfokii Bézier-gorbének n+ 1
kontrollpontja van, ezeket jelljik b; € E3-mal, i=0,1,...,n

» A de Casteljau algoritmus egy rekurziv kiértékelése a gorbének:
bit = (1 — t)bk + th,,

ahol B :=b;, k=0,1,...,n—1, i=0,1,....,n—k

» A parametrikus gorbe t € [0, 1] paraméteréhez tartozé pontja

b(t) := bl


https://www.desmos.com/calculator/gqvlfgfyya
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Bézier-gorbe — Bernstein-bazisban felirva
n\ . .
» Hasznaljuk a Bernstein-bazist: B](t) := ( ) t(1—t)"'
i

» A bg,...,b, € R? kontrollpontok altal meghatarozott n-edfoki
Bézier-gorbe ekkor

n

b(t) = > Bi(1)b,
=0
ahol t € [0, 1].
> HF: Y7 BP(t) =1 teljesil, Vt € [0, 1]
> A goérbe ,nagyjabdl” koveti a vezérlépontok poligonjanak az
alakjat, de nem halad at mindegyiken! Ez egy approximalo
séma
» Tovabbi részletek: Geometriai Modellezés MSc, Analizis
(Stone-Weierstrass approximacios tétel)
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Bézier-gorbe

> Egyetlen kontrollpont médositasa az egész gorbére hat
» Bernstein-bazis néhany n-re:
> Bi(t) =1—t, B}(t) = t — lineéris interpolacid!
> Bi(t) = (1—t)% Bi(t) = 2t(1 — 1), B3(t) = £
> n=3: HF
P> Lényegében ,6sszemossuk” a kontrollpontjainkat egymassal a
fenti figgvényekkel stlyozva Sket, ezzel megmondva, hogy egy
adott t € [0, 1] paraméterértéknél melyik kontrollpont
mennyire jatszik ,fontos” szerepet a gorbe alakjanak
meghatarozasaban
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Bézier-gorbe tulajdonsagok

> A Bézier-gorbe athalad a két végponton (bg és b, pontokon)

> A kezdépontban a Bézier-gorbe érintdje az els6 két
kontrollponton athaladé egyenes. Hasonlé igaz a maésik
végpontra.

» Konvex burok tulajdonsag: a Bézier-gérbe mindig a
kontrollpontjainak konvex burkan beliil marad

> A Bézier-gérbe invarians az affin transzformaciokra
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Bernstein bazisfiiggvények

Elsofoku Masodfoki Harmadfoku

o o5 0 ols o o5

Negyedfoku Otodfoki Hatodfokii
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Subdivision gorbék

> Egy otlet: az eddigiek sordn rogton egy polinomot allitottunk
elé a kontrollpontjainkbdl (Iényegében: a kontrollpontok altal
meghatarozott kontroll-poligonbdl)

> Megjelenités soran viszont lgyis szakaszokkal kell kozeliteni
— dolgozzunk magan a kontroll-poligonon!

» A subdivision, vagy rekurziv felosztassal definidlt sémak a
kiindulé ponthalmazunkat (kontrollpontok halmazat)
rekurzivan siiritik, egyre finomabb linearis kozelitést is adva
(legtobbszor)
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Subdivision gorbék

> A kiindulé ponthalmaz altal meghatarozott gorbének a
rekurziv siiritést hatargdrbéjét (,végtelen sok” finomitas utani
pontok halmazat) tekintjik

» Nagy kifejezéeré (példaul a Chaikin saroklevagasi algoritmus
egy masodfokl B-spline gorbét ad), de gorbéknél lehet
hatékonyabban is szamolni sok esetben
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Subdivision gorbék — Chaikin saroklevagasi algoritmus

> Legyen az aktualis vezérlépont halmazunk {p; € R3}7_,

P> Az iteracids lépés soran az Uj vezérlépont halmazunk
{qi,r; € R3}7 1 lesz, ahol

3 1
qi = Zpi+ Zpiﬂ

i— 4P: 4P:+1

Py
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Subdivision gorbék — Chaikin saroklevagasi algoritmus

Py
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