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Raycasting > Motivacié

The foreshortened lute,
plotted point by point

The movable threads
(probably made of silk) were
stretched across the frame at
right angles to each other

PULLEY SYSTEM
At the wall, the string was attached
to a weight, which acted as a pulley
(see engraving), keeping the string
taut as it passed through the needle
eye and frame to the pointer at its
other end.

Pulley weight Pointer

Hinged

shutter Wooden frame









Raycasting > Motivacié

Motivacid

» Tekintsiink minden pixelre gy, mint egy kis ablakra a vilagra

> Milyen szinértéket vegyen fel ez a pixel? — Nézziik meg, mi
latszik onnan a vilaghdl és az alapjan rendeljiink hozza a
pixelhez egy szint!



Raycasting > Raycasting

Raycasting

Minden pixelre:
Inditsunk egy sugarat a szintérbe

Minden objektumra a szintérben:
Nézzilkk meg, hogy metszi-e a suglr az objektumot

A legkdzelebbi metszett objektum
szinével szinezzik ki a pixelt



Raycasting > Raycasting

Sugar

> A sugarnak van
» egy po kiindulasi pontja
P> és egy v iranya

> A parametrikus sugar:

p(t) = po + tv,

ahol t > 0 (félegyenes!).
> t=07, t <07 sugar kezd6pontja, sugar mogotti részek



Raycasting > Raycasting

Sugar




Raycasting > Raycasting

Kérdések

» Honnan inditsuk a sugarat?
» Milyen iranyba kildjik a sugarat?

» Hogyan metssziik el a sugarat akarmivel?



Raycasting > Sugarak inditasa

Sugarak inditdsa — Kameratulajdonsagok

> A szempoziciébdl inditunk sugarakat minden pixel
kdzéppontjan keresztiil

> Most: kozéppontosan szeretnénk vetiteni egy szembe, a
vetitési sik egy négyszogletes részét megfeleltetve a
képernyonek

» Szem/kamera tulajdonsigok:

> szempozici6 (eye),

> egy pont amire néz (center),

> felfele irdnyt megadé vektor a vilagban (up),

> nyildsszdg, amekkora szdgtartomanyt lat (fovx, fovy).
> (vetitdvaszon mérete. Most legyen adott:

2tan (foz"x) x 2tan (fovy> nagysagu )

> Ezek segitségével fogjuk megadni az (i, ) pixel vildgbeli
koordinatait
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Kameratulajdonsagok
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Kameratulajdonsagok




Raycasting > Sugarak inditasa

Kamera-koordinatarendszer

Keressiik a kamera sajat u, v, w (jobbkezes!)
koordinata-rendszerét!

> Nézzen a kamera —Z irdnybal

eye — center

~ |eye — center|

> Az X tengely legyen merdleges mind w-re, mind az up irdnyra!

up X w
u=———
lup x w|

> Az Y tengely merGleges u-ra és w-re is:

v=wXu



Raycasting > Sugarak inditasa

Kamera-koordinatarendszer




Sugarak inditasa

Raycasting >

(i,j) pixel koordinatai




Raycasting > Sugarak inditasa

(i,j) pixel koordinatai

————eovy- — — )
W eye -w

P width x height a képernyd
felbontasa

P (i,)) a pixelkoordinaték, ahol
a bal felsd sarok a (0,0)

Legyen p az i, j pixel kbzéppontja,
a vetitésik egységnyi tavolsagra a
néz6ponttdl! Ekkor

p(i,j) = eye + (au + v — w).
Ahol

~tan fovx\ i— width/2
e=EN width/2

5= tan fovy\ height/2 — j
2 height/2




Raycasting > Sugarak inditasa

A sugar egyenlete

> A sugar egy félegyenes, amit kezdGpontjaval és
irdnyvektoraval adhatunk meg.

P> Legyen pg a sugar kezddpontja, v pedig az irdnyvektora, ekkor
p(t)=po+tv, t>0

megadja a sugar Osszes pontjat.
> A sugarak kezd6pontja a kamerapozicid, azaz pg = eye

ey

p(ij)—eye

vV = —
[p(i.j)—eye]



Metszések > Altaldnosan

Metszések

> A sugarkdvetd programok futasidejiik dont6 részében
metszéseket fognak végezni

> Nézziilk meg néhany egyszerli geometriai elemmel vett
metszetét a sugarnak

» A sugarunk mindig a korabban is latott p(t) = po + tv alak,
ahol feltessziik a tovabbiakban, hogy |v| =1

» Ekkor a t sugdrparaméter éppen a p(t) pont tavolsadga po-tdl!



Metszések > Altaldnosan

Metszések: parametrikus sugar — implicit felilet

> Legyen adva egy f(x) = f(x,y, z) = 0 implicit egyenlet, ami
meghatérozza a metszeni kivant feliiletiinket (x € R3)

> A sugarunk egyenlete Vt € [0, c0)-re meghataroz egy pontot a
térben — helyettesitsiik be ezt a képletet az implicit
egyenletbe!

> Tehat a kovetkezo egyenletet kell megoldanunk t-re:

flp(t)) =0

> A kapott t-t0l fiiggden a kdvetkezé esetek allhatnak fenn:
» Ha t > 0, akkor a sugarunk el6tt van a felilet és metszi
» Ha t =0 a sugar kezdGpontja a feliileten van
> Ha t < 0, akkor a sugér ,,mogdtt” van a feliillet és metszi a
sugar egyenese a feliiletet (de nekiink ¢t > 0 kelll)



Metszések > Altaldnosan

Metszések: parametrikus sugar — implicit felllet

..
..
~.
..
.

f(X):f(CL',y,Z):O



Metszések > Altaldnosan

Metszések: parametrikus sugar — parametrikus felilet

> Legyen adva egy r(u, v) = [x(u, v), Y(u, v), z(u, v)] T
parametrikus feliilet
> Kell: taladlni egy olyan t sugarparamétert, amihez létezik
(u,v), hogy
p(t) = r(u. )

» Ez harom ismeretlenes (t, u, v), hdrom egyenletes (x, y, z
koordinatanként egy) egyenletrendszer

> A t ugyan(gy ellendrizendd, mint elébb, de most az (u, v)-re is
figyeljiink, hogy a fellletiink paramétertartomanyanak
megengedett részén van-e (pl. (u,v) € [0, 1]? vagy hasonl)!



Metszések > Altaldnosan

Metszések: parametrikus sugar — parametrikus feliilet

r(u,v)



Metszések > Altaldnosan

Sugar és transzformalt objektumok metszése

» Legyen M egy adott objektum transzforméacidés matrixa.

» Feladat: Keressiik r sugar és az M-mel transzformalt
objektum metszéspontjat.

» Probléma: Hogyan transzforméalunk egy gombot?
Pontonként? Képletet irjuk at? — Lehetne, lasd. el6z6
eléadas, de metszésnél van egyszeriibb médszer.

» Megoldas: Transzformaljuk inkdbb a sugarat!



Metszések > Altaldnosan

Sugar és transzformalt objektumok metszése

Tétel
Az r sugar és az M-mel transzformalt objektum metszéspontja =
az M~1-zel transzformalt r sugar és az objektum metszéspontja.

» M c R4 homogén transzformacié

> Sugér kezd8pontja: po = (Px, Py, Pz) = [Px» Pys Pz 1] T

> Sugér iranya: v = (Vx, Vy, Vz) — [Vx, Vy, V2, 0] 7. Igy nem hat ra
az eltolas.

» Transzformalt sugar: ¥(t) = M~ 1pg + t- M~ 1y



Metszések > Altaldnosan

Sugar és transzformalt objektumok metszése

’
-1 \ /
M~ 'pgy N M e

~————



Metszések > Altaldnosan

Sugar és transzformalt objektumok metszése

> Metszésvizsgalat: hasznaljuk ¥(t)-t.

> Metszéspont: az eredeti objektumon q, akkor a transzformalt
objektumon M - q.

P> Tavolsagokat Gjra kell szdmolni az eredeti térben!

» Normalvektorok: n helyett M~T.n (inverz-transzponalt), ahol
M € R3%3 3z M bal felsd 3 x 3-as része.



Metszések > Sik

Sugar és implicit sik metszéspontja

» Sikot megadhatunk implicit alakban: Ax+ By+ Cz+ D=0
> A

Px Vx
p(t)y=po+tv=[p,| +1t|v
Pz Vz

sugar egyenese metszi a sikot, ha

A(px+ tvy) + B(py + tvy) + C(p, + tv,) + D=0



Metszések > Sik

Sugar és implicit sik metszéspontja

» Ezt t-re dtrendezve adddik

t(Avx + Bvy + Cv;) + Apx + Bpy,+ Cp, + D=0
__Apc+Bp,+ Cp,+ D
N Avx + By, + Cv,

> Lathaté a sik a néz6pontunkbdl, ha t > 0



Metszések > Sik

Sugar és normalvektoros sik metszéspontja

> Legyen qo a sik egy pontja, n a normélvektora,
> Legyen pg ez egyenes egy pontja, v az irdnyvektora.

> Az egyenes egyenlete:
p(t) =po + tv

> A sik egyenlete:
(n,x—qo) =0

— minden x pontja a siknak kielégiti ezt az egyenletet.



Metszések > Sik

Sugar és normalvektoros sik metszéspontja

> Behelyettesitve p(t)-t a x helyére:

<n7p0+tv_q0>:07

<n7 p0> + t<nvv> - <I’I, q0> = 07

(n,qo) — (n,po) _ (n,qo0 — po)
(n,v) (n,v)

t=

)

ha (n,v) # 0.
» A sugdr metszi a sikot, ha: t > 0.

» Ha (n,v) =0, akkor az egyenes parhuzamos a sikkal, és igy
vagy nincs metszéspontjuk, vagy az egyenes a sikon fut



Metszések > Sik

Sugar és sik metszéspontja




Metszések > Sik

Sugar és parametrikus sik metszéspontja

» Sikot megadhatunk egy qo pontjaval és i, j kifeszité
vektorokkal is: s(u, v) = qo + ui+ vj

> Metszéspont a p(t) = po + tv sugér egyenesével: keressiik t és
u, v-t gy, hogy

p(t) = s(u,v)

P> Beirva a képleteket adddik

Po+tv=qo+uit+yj

> Atrendezve kapjuk, hogy

Po—qo = —tv+ ui+yj



Metszések > Sik

Sugar és parametrikus sik metszéspontja

> Ez harom ismeretlenes, harom linearis egyenletbdl allé
egyenletrendszer, ami megoldhatd, ha v, i, j linedrisan nem
Osszefliggd

» Matrix alakban:

Pox — qox —Vx Ix Jx t
Poy — qoy| = | —Vy iy jy u
Poz — 9oz -V Iz J; 4

» Latjuk a sikot, ha t > 0 (most u, v € R a felilet
paramétertartomanya, ez teljesiilni fog)



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar és haromszog metszéspontja |.

> A haromszog egyértelmiien megadhat6é harom csiicsaval.

> Ha a, b, c a haromszog csiicsai, akkor a hozzatartoz6 sik egy
parametrikus megadasa

s(u,v) =a+ u(b—a)+ v(c —a)

> A kordbbi jelolésekkel: qg =a,i=b—aésj=c—a.



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar és haromszog metszéspontja |.

> Ez egyben egy baricentrikus megadas is, hiszen atrendezve
kapjuk, hogy

s(u,v) = (1 — u—v)a+ ub+ vc,

ahol az egyiitthatdk 1-re 6sszegz6dnek.

> Elvégezve tehat a parametrikus sikkal a metszést, megkapjuk
a baricentrikus koordindtait a sugar sikkal valé
metszéspontjanak. A sugarparamétert ne felejtsiik el
ellenérizni!

P Utolsé 1épésként ellendrizniink kell, hogy a metszéspont a
haromszogon beliil van-e. Ez pontosan akkor teljesiil, ha

0<u, 0<vés 0K<1—u—w



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar és haromszog metszéspontja |l.

> A haromszog egyértelmiien megadhaté harom csiicsaval.
> Ha a, b, c a haromszog csiicsai, akkor a hozzatartozé sik
pont-normalvektoros implicit megadasahoz a sik
» egy pontja a, b, c barmelyike
» normalvektora
(c—a)x (b—a)
l(c—a) x (b—a)|’

n=

ahol x a vektoridlis szorzast jeldli, és ekkor n egységnyi
hosszlsagu.



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar és haromszog metszéspontja |l.

P El6szor szamitsuk ki az egyenes és a haromszog sikjanak
metszéspontjat, ez legyen p (mér ha létezik).

> Legyenek A1, A2, A3 a p pont a, b, c-re vonatkoztatott
baricentrikus koordinatai, dgy hogy

p = Aia+ Aob+ Asc
» p akkor, és csak akkor van a A-6n beliil, ha

0< A1, A, A3 <1



Metszések > Haromszog és sokszog

Pont a haromszogon vizsgalat
» Tudjuk, hogy p = [x,y,2]T = A1a + Aab + Azc. Ekkor

X =A1ax + Aobyx + A3y
y :Alay + )\Qby + A3Cy
Z=MA1a, + Aob; + A3Cy,

i A+X+AM3=1=XA3=1—-)21— X

> A gyorsabb szamolasért vegyiik a fentinek egy sikra vett
vetiiletét

» A koordinatasikok kozill (XY, XZ vagy YZ) arra vegyiik a
haromszég 2D vetiiletét, amelyre a hdromszog vetiiletének
teriilete a legnagyobb! — a haromszog és a sik normalisa
leginkabb ,,egyallasi”

> A vetiilethez egyszeriien elhagyjuk z, y vagy x egyenletét,
megfelelGen.



Metszések > Haromszog és sokszog

Pont a haromszogon vizsgalat

Azt tengely kell valasztani, amelyik mentén a legnagyobb a
haromszog normalvektoranak abszolit értéke.

(Igy biztos nem fordulhat eld, hogy a haromszég meréleges a sikra,
és csak egy szakasz marad bel6le!)




Metszések > Haromszog és sokszog

Pont a haromszogon vizsgalat

> Pl. legyen a z a vélasztott tengely. Ekkor

X =A1ax + Aoby + 3¢y
y :)\13}, -+ )\Qby + )\3Cy
P Behelyettesitve \3 =1 — A1 — Ao-t, és rendezve:

x=MA1(ax — ¢x) + Aa(bx — ) + ¢
y=M(ay, —¢,) + Xa(by— ¢,) + ¢,



Metszések > Haromszog és sokszog

Pont a haromszogon vizsgalat

P> Rendezve A1, \o-re kapjuk:

Ap = (by — ¢y)(x — &) — (bx — c)(y — ¢)
(ax — &) (by — ¢y) — (bx — c)(ay — ¢y)

Ay = —(ay —¢)(x—c) + (ax - o)y —¢)
(ax — &) (by — cy) — (bx — &)(ay — ¢y)

P> A nevezl csak degeneralt haromszog esetén lehet nulla.

P> p akkor és csak akkor van a haromszoégon beliil, ha

0< A1, A2, A3 <1
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Sugar metszése poligonnal

> Tegyiik fel, hogy a poligonunk csicsai egy sikban vannak,
ekkor a metszés két lépésben
> A sugarunkat metsszik el a poligon sikjaval
» Dontsiik el, hogy a metszéspont a poligonon beliil van-e
» A maésodikat egy sikban érdemes csinalni (vagy a poligon
sikjaban, vagy a poligon valamely koordinatatengelyre vett
vetiiletének sikjaban)



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar metszése poligonnal




Metszések > Haromszog és sokszog

Pont-poligon tartalmazas teszt sikban

> A pont a poligonon beliil van, ha tetszéleges irany, beldle
inditott sugarnak pératlan szdmid metszéspontja van a poligon

oldalaival (azaz a sugarat a poligon 6sszes oldalszakaszaval el
kell metszeni)

P> Konkav és csillag alakd poligonra is miitkodik



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar metszése szakasszal

> A poligon d; = [x;, yi] ", diy1 = [xir1, yiy1] T csticspontjai
kozotti szakasz parametrikus alakja:
d,‘7,'+1(5) = (1 — S)d,' + Sd,'+1 = d,‘ + S(d,’+1 — d,'), se [O, ].]

» Ezt kell metszeni a p(t) = po + tv alakd sugérral

» Most: a pg = (x0, ¥o) pont az a pont, amirdl el akarjuk
donteni, hogy a poligonon beliil van-e, v tetszbleges

> Legyen v = (1,0)!

> lgy a p(t) = d;;+1(s) egyenletet csak y koordinatara kell
megoldani



Metszések > Haromszog és sokszog

Sugar metszése szakasszal

> Keressitk meg, hogy hol metszi a d;;1(s) oldal egyenese a
sugarat (=melyik s-re lesz d;i11(s)y = y07)

> Azaz yo = yi+ s(yit1 — i)

» st kifejezve: s = LY
Yit1—Yi

» Innen megkapjuk azt az x koordinatat d;;;1(s)-be
behelyettesitve, ahol a sugar metszi a szakaszt

» Ha s ¢ [0,1] : a sugdr nem metszi a szakaszt (csak az
egyenesét)

» Ha t < 0: a sugdr egybeesik a szakasszal, vagy mogotte van a
metszéspont



Metszések > Gomb

Sugar és gobmb metszéspontja

» Az rsugar(, ¢ = (cy, ¢y, ¢;) kozépponti gémb implicit
egyenlete:

(x—c)’+(y—¢)+(z-c)*-~=0
» Ugyanez skalarszorzattal felirva:
(x—c,x—c)—r =0,

ahol x =[x, y, 7 ".



Metszések > Gomb

Sugar és gobmb metszéspontja

P> Legyen pg ez egyenes egy pontja, v az irdnyvektora.
> Ekkor az egyenes egyenlete:

p(t) = po + tv
P> Behelyettesitve a gomb egyenletébe, kapjuk:
(po+tv—c,po+tv—c)—r* =0
> Kifejtve:
{tv+ (po — ), tv + (po —¢)) = 7 =0

(v, v) + 2t(v,po — €) + (po — ¢,po —€) — =0



Metszések > Gomb

Sugar és gobmb metszéspontja

£(v,v) + 2t(v,po — €) + (po — €, po —€) —* =0

Ez masodfokd egyenlet t-re (minden més ismert).
Legyen D = (2(v,po — c))? — 4(v,v)({po — ¢, po — €) — 1)
Ha D > 0: két megoldas van, az egyenes metszi a gdmbot.

Ha D = 0: egy megoldas van, az egyenes érinti a gdmbot.

vVvYyyvyy

Ha D < 0: nincs valés megoldés, az egyenes nem metszi a
goémbot.

v

Sugarparamétert ezutan ellendrizni kell (t > 0): a legkisebb
pozitiv t a megoldas (ha létezik)



Metszések > Gomb

Sugar és gomb metszéspontja




Metszések > Gomb

Masodfokl ax?> + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldasa

» Elméletileg a megoldas megkaphaté a # 0 esetben:

—b+ Vb2 —4ac
X102 = 7

» Gyakorlatilag baj van, ha a~ 0
» Atalakitassal kapjuk, hogy

2c
X = —
b2 —bF Vb —4ac

formaban felirhaté a két gyok (,.citardauq” formula)



Metszések > Gomb

Masodfokl ax?> + bx + ¢ = 0 egyenlet megoldasa

» Elméletileg a megoldas megkaphaté a # 0 esetben:

—b+ Vb2 —4ac

2a

X12 =

» Gyakorlatilag baj van, ha b >> 4ac

> Ekkor b? — 4ac ~ b? (s6t!), vagyis b el8jelétd| fiiggben vagy
—b+ V' b? — 4ac vagy pedig —b — v/ b? — 4ac elveszti az
értékes tizedesjegyeket

> Szamitsuk ki az egyik gyokot azon az agon, amelyiken nem
vonunk ki egymasbdl két kozel azonos pozitiv szamot, a masik
gyokot pedig a Viete-formulakbdl

> Azaz példéul ha b > 0, akkor x = =E=YE=%2¢ ég 5, = €



Metszések > Doboz

Sugar metszése AAB-vel

> AAB = Axis Aligned Box, olyan téglatest, aminek az
oldallapjai a koordinatasikjainkkal parhuzamosak

» Legyen a sugarunk p(t) = po + tv alakd, ahol
Po = [x0, Y0, 20] ", v = [Vx, vy, v;] Ta téglatestet pedig adjuk
meg atl6janak két pontjaval, a és b segitségével (a < b)!
» Otlet: koordinata-iranyonként kiilén szamolunk. Minden

irdnyra kapunk egy-egy intervallumot t-re, és a sugar metszi a
dobozt, ha az intervallumok metszete nem iires.



Sugar metszése AAB-vel

Y A

te[03] 1m

te[2,3]

b=[54]




Metszések

Sugar

v

vVvYvyyvy

> Doboz

metszése AAB-vel

Legyen tpear := —00, tyy := +00
Ha v, = 0: merGleges az x-tengelyre (pl. 2D-ben fiiggdleges).
Ekkor nincs metszéspont, ha xo ¢ [ax, by], kiilonben az

x-koordinatas szamitasokat kihagyhatjuk

ax ax—Xo t bx bx—Xo
Vx

Ha v, # 0, akkor legyen t; :=
Ha t; > to: cseréljilk meg ty, t2—t!
Ha thear < t1: thear := t1

Ha tg, > t: tg = b

A fentit végezziik el az y és z koordinatéakra is



Metszések > Doboz

Sugar metszése AAB-vel

Ha thear > tr: nem talaltuk el a dobozt
Ha ts, < 0: a doboz mogottiink van
Ha thear < 0 < tg,: a sugar kezdépontja a dobozban van

vvyyy

Minden mas esetben a sugarunk metszéspontjai a dobozzal
thear €s tra-ban lesznek (sorban a kézelebbi és tavolabbi
metszéspontok)
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