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@ Most mar tudjuk a teriink pontjait tobb
koordindta-rendszerben is reprezentalni
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@ Most mar tudjuk a teriink pontjait tobb
koordindta-rendszerben is reprezentalni

@ Hogyan tudjuk az egyszeriibb dolgokat leirni, mint példaul az
egyenes vagy a sik?
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Motivacid

@ Most mar tudjuk a teriink pontjait tobb
koordinata-rendszerben is reprezentalni

@ Hogyan tudjuk az egyszeriibb dolgokat leirni, mint példaul az
egyenes vagy a sik?

o Elsddlegesen a Descartes-féle derékszogii
koordinata-rendszerben vizsgaljuk a fenti kérdést
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o A gorbéket, feliileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
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o A gorbéket, feliileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.

e explicit: y = f(x)
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o A gorbéket, feliileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.

@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
e explicit: y = f(x)

= {(x (X)) | xe DfrC R}
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Gorbék, feluletek

@ A gorbéket, felileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=fx) — {(x,f(x))|x€ DrC R} — mivan ha
vissza akarjuk ,forditani"?
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Gorbék, feluletek

@ A gorbéket, felileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=fx) — {(x,f(x))|x€ DrC R} — mivan ha
vissza akarjuk ,forditani"?

x( t)}

e parametrikus: p(t) = L/(t)
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Gorbék, feluletek

@ A gorbéket, felileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=fx) — {(x,f(x))|x€ DrC R} — mivan ha
vissza akarjuk ,forditani"?

o parametrikus: p(t) = {;Eg} —  {p(t) | te Dy, CR}
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Gorbék, feluletek

@ A gorbéket, felileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=fx) — {(x,f(x))|x€ DrC R} — mivan ha
vissza akarjuk ,forditani"?
o parametrikus: p(t) = {;Eg} —  {p(t) | te Dy, CR}
o implicit: f{x,y) =0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Gorbék, feluletek

@ A gorbéket, felileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?

o explicit: y=fx) — {(x,f(x))|x€ DrC R} — mivan ha
vissza akarjuk ,forditani"?

o parametrikus: p(t) = {;Eg} —  {p(t) | te Dy, CR}
o implicit: ix,y)=0 — {xeDrCR?|fx)=0}
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o Kozépiskolaban: y=mx—+ b

v
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o Kozépiskolaban: y=mx—+ b

@ Probléma: mi legyen a fliggbleges egyenesekkel?
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o Kozépiskolaban: y=mx—+ b

@ Probléma: mi legyen a fliggbleges egyenesekkel?
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o Az egyenes megadhaté egy p(px, py) pontjaval és egy, az

egyenes iranyara merdleges n = [ny, ny]T # 0 normélvektorral:
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az egyenes normalvektoros egyenlete a sikban

e Az egyenes megadhaté egy p(px, py) pontjaval és egy, az
egyenes iranyara meréleges n = [ny, n,]T # 0 normalvektorral:

@ Az egyenes pontjai azon x(x, y) pontok, amelyek kielégitik a

(x—=p,n) =0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az egyenes normalvektoros egyenlete a sikban

e Az egyenes megadhaté egy p(px, py) pontjaval és egy, az
egyenes iranyara meréleges n = [ny, n,]T # 0 normalvektorral:

@ Az egyenes pontjai azon x(x, y) pontok, amelyek kielégitik a
(x—=p,n) =0
(x— p)nc+ (v — py)ny = 0
egyenletet.
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az egyenes normalvektoros egyenlete a sikban

e Az egyenes megadhaté egy p(px, py) pontjaval és egy, az
egyenes iranyara meréleges n = [ny, n,]T # 0 normalvektorral:

@ Az egyenes pontjai azon x(x, y) pontok, amelyek kielégitik a
(x—p,n) =0
(X_ px)nx + (y_ py)ny =0
egyenletet.

e Az (xX' —p,n) <06és (xX'—p,n) >0 az egyenesiink altal
meghatarozott két félsik pontjainak jellemzése.
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@ Az ax+ by + ¢ = 0 alakot hivjuk az egyenes implicit
egyenletének.
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az egyenes homogén, implicit egyenlete a sikban

@ Az ax+ by + ¢ = 0 alakot hivjuk az egyenes implicit
egyenletének.

o A fentiek alapjan a = ny, b= ny, és c = —(p«nx + pyny),
a® 4 b? # 0 vélasztassal a p ponton atmend, n normalis(i
egyenes implicit egyenletét kapjuk.
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az egyenes homogén, implicit egyenlete a sikban

@ Az ax+ by + ¢ = 0 alakot hivjuk az egyenes implicit
egyenletének.

o A fentiek alapjan a = ny, b= ny, és c = —(p«nx + pyny),
a® 4 b? # 0 vélasztassal a p ponton atmend, n normalis(i
egyenes implicit egyenletét kapjuk.

o Ha a? + b? = 1, akkor Hesse-féle normalizalt alakrél beszéliink
— ekkor a korabbi normalvektor egység hosszisagu

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu Szamitégépes Grafika



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A homogén egyenlet determinans alakja

e Ha az egyenesiinket két, p(px, py), d(gx, qy) pontjaval adjuk
meg, akkor azon x(x, y) pontok fekszenek az egyenesen,
amelyekre A(x,p,q) = 0, azaz

1 1 1
X Px Q4x | = 0
Y Py Qy
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A homogén egyenlet determinans alakja

e Ha az egyenesiinket két, p(px, py), d(gx, qy) pontjaval adjuk
meg, akkor azon x(x, y) pontok fekszenek az egyenesen,
amelyekre A(x,p,q) = 0, azaz

1 1 1
X px qx | =0
Y Py Qy

@ Ahogy korabban, a determindns a harom pont pontok altal
meghatarozott haromszog eldjeles terliletének duplaja, ami
egyenlé 0 <= a harom pont egy egyenesbe esik
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — iranyvektorral (2D, 3D)

@ Az egyenes megadhaté egy p(px, py, pz) pontjaval és egy, az
egyenes iranyaval megegyez6 irany v = [vy, vy, v,]T#0
iranyvektorral:
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — iranyvektorral (2D, 3D)

@ Az egyenes megadhaté egy p(px, py, pz) pontjaval és egy, az
egyenes iranyaval megegyez6 irany v = [vy, vy, v,]T#0

iranyvektorral:
Px + tvx
x(t) =p+tv=|p,+tv,| —
pz + tv
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — iranyvektorral (2D, 3D)

@ Az egyenes megadhaté egy p(px, py, pz) pontjaval és egy, az
egyenes iranyaval megegyez6 irany v = [vy, vy, v,]T#0

iranyvektorral:
Px + tvx
x(t) =p+tv=|p,+tv,| —
pz + tv

x(t) = px+ tvk
At) =py+ty
z(t) = p;+tv,
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — iranyvektorral (2D, 3D)

@ Az egyenes megadhaté egy p(px, py, pz) pontjaval és egy, az
egyenes iranyaval megegyez6 irany v = [vy, vy, v,]T#0

iranyvektorral:
Px + tvx
x(t) =p+tv=|p,+tv,| —
pz + tv

x(t) = px+ tvk
At) =py+ty
= pz+ tv,
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o Ekkor p és g pontjait ismerjiik az egyenesnek. Az elbbi
esethez jutunk, ha v = q — p valasztassal éliink:

«0O» «Fr «=» « Q>
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — két ponttal (2D, 3D)

o Ekkor p és g pontjait ismerjiik az egyenesnek. Az elGbbi
esethez jutunk, ha v = q — p valasztassal éliink:
x(t) =p+tv—
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — két ponttal (2D, 3D)

o Ekkor p és g pontjait ismerjiik az egyenesnek. Az elGbbi
esethez jutunk, ha v = q — p valasztassal éliink:
x(t) =p+tv—
x(t) =(1—-t)p+tq—
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — két ponttal (2D, 3D)

o Ekkor p és g pontjait ismerjiik az egyenesnek. Az elGbbi
esethez jutunk, ha v = q — p valasztassal éliink:
x(t) =p+tv—
x(t) =(1—-t)p+tq—
(
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Egyenes parametrikus egyenlete — két ponttal (2D, 3D)

o Ekkor p és g pontjait ismerjiik az egyenesnek. Az elGbbi
esethez jutunk, ha v = q — p valasztassal éliink:
x(t) =p+tv—

() =Q1—-t)p+tq—
x(t) = (1— t)px+ tqx
t) =(1-t)py+tgy
Z(t) =(1—t)p,+tq,
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

*Homogén koordinatas alak

e A kibévitett (projektiv) sik egy egyenese megadhaté az
e = [el, €2, €3] valds szdmharmassal, Ggynevezett
vonalkoordinatikkal, amelyek felhasznalasaval az egyenes
minden x = [x1, x2, x3] T pontjéra

ex =e1x;+ exo+e3x3 =0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

*Homogén koordinatas alak

e A kibévitett (projektiv) sik egy egyenese megadhaté az
e = [el, €2, €3] valds szdmharmassal, Ggynevezett
vonalkoordinatikkal, amelyek felhasznalasaval az egyenes
minden x = [x1, x2, x3] T pontjéra

ex =exy+exp+ex3 =0

@ Az sik minden [xi, x2, 0] idedlis pontjara illeszkedd idealis

egyenes vonalkoordinatai [0, 0, 1].
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o Az origdbdl induld, a polartengellyel 6 széget bezérd

félegyenes polarkoordinatas (implicit) egyenlete:

¢=0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

*Az egyenes polar-koordinatas alakja

@ Az origdébdl induld, a polartengellyel 6 szoget bezard
félegyenes polarkoordinatas (implicit) egyenlete:

b=0

@ Ha az egyenesiink nem halad 4t az origdn, akkor legyen
(ro, ®o) a metszéspontja az egyenesiinknek és egy arra
merOleges, origdn athaladé egyenesnek. Ekkor az egyenesiink
polarkoordinatai koziil a sugar a polarszog fliggvényeként
felirhat6 a kovetkez6 alakban:

o
(¢) = cos (& — o)
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e A sik megadhaté egy p(px, py, Pz)
pontjaval és a sikra merdleges

n = [ny, ny, n;] T normélvektoraval
Ekkor a sik minden x pontjara:

(x—p,n)

=0

40> «F»r « =) Q>




e A sik megadhaté egy p(px, py, Pz)
pontjaval és a sikra merdleges

n = [ny, ny, n;] T normélvektoraval
Ekkor a sik minden x pontjara:

(x—p,n)

=0
o Félterek:

e (x—p,n) <0
e (x—p,n) >0

«O> «Fr « = 4 P NEd
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o A sik implicit egyenletének alakja ax+ by+ cz+d=0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az sik homogén, implicit egyenlete

@ A sik implicit egyenletének alakja ax+ by+ cz+d =20

@ EI6bbibdl a = ny, b= ny, c=n;, és d = —nypx — n,p, — np;
valasztasal a p ponton athaladdé, n normalvektort sik
egyenletét kapjuk
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

Az sik homogén, implicit egyenlete

@ A sik implicit egyenletének alakja ax+ by+ cz+d =20

@ EI6bbibdl a = ny, b= ny, c=n;, és d = —nypx — n,p, — np;
valasztasal a p ponton athaladdé, n normalvektort sik
egyenletét kapjuk

@ Hesse normal-alak itt is, ha a2 + b2+ 2 =1
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A homogén egyenlet determinans alakja

@ Determinans segitségével is megadhatjuk a sik egyenletét, a

kovetkezé determinans csak p(px, py, Pz), 4(gx, gy, qz),
r(ry, ry, r;) pontok altal kifeszitett sik x(x, y, z) pontjaira lesz

nulla:
x y z 1
P< Py Pz 1| _
g« Gy Gz 1
Ik ry r; 1
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@ A sik jellemezhet6 egy pontjaval
és két kifeszité vektoraval
(bazisvektoraval):

v
x(s,t) =p+su+tv
ahol s, t € R.
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@ A sik jellemezhet6 egy pontjaval

és két kifeszité vektoraval
(bazisvektoraval): v/
x(s,t) =p+su+tv —%
ahol s, t € R.

40> «F»r « =)

<

DA



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A sik parametrikus egyenlete — harom pontbdl

o A sikot meghatéarozza harom,
nem egy egyenesbe es6 pontja,
P, q,r. Ekkor a sik minden
véges x pontja megkaphaté
x(s,t) = p+s(a—p)+t(r—p)
alakban, ahol s, t € R.
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A sik parametrikus egyenlete — harom pontbdl

o A sikot meghatéarozza harom,
nem egy egyenesbe es6 pontja,
P, q,r. Ekkor a sik minden
véges x pontja megkaphaté

r
x(s,t) = p+s(a—p)+t(r—p) .
alakban, ahol s, t € R.
Az el6z6bél: u=q —
o Az el6z6bél: u=q —p, S . 3

v=r—p
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A sik parametrikus egyenlete — harom pontbdl

@ A sikot meghatarozza harom,
nem egy egyenesbe es6 pontja,

P, q,r. Ekkor a sik minden

véges x pontja megkaphaté

r
x(s,t) = p+s(a—p)+t(r—p) .
alakban, ahol s, t € R.
o Az el6z6bdl: u=q —p, . z

v=r—p
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Attekintés Egyenes Sik

A sik parametrikus egyenlete — harom pontbdl

o A sikot meghatéarozza harom,
nem egy egyenesbe es6 pontja,

P, q,r. Ekkor a sik minden

véges x pontja megkaphaté

x(s,t) = p+s(a—p)+t(r—p)

alakban, ahol s, t € R.

o Az el6z6bdl: u=q —p,
v=r—p

@ Ez egy baricentrikus megadas:

x(s,t) =(l—s—t)p+sq+tr
hiszen (1 —s—t)+s+t=1
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@ A kibdvitett tér egy sikja is megadhaté ,sikkordinatakkal”,

egy olyan s = [s1, 52, 53, sa] négyessel, amely a sik minden
x = [x1, x2, x3, x4] T pontjara

SX = S1X1 + S$pXo + S3x3 + Saxg = 0

«0O» «Fr «=» « Q>

it
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@ [0,0,0, ] az ideélis sik

<O «Fr « o



@ [0,0,0, ] az ideélis sik

@ [¢,0,0,0] az YZ koordinatasik
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@ [0,0,0, ] az ideélis sik
@ [¢,0,0,0] az YZ koordinatasik
@ [0, 0,0] az XZ koordinatasik
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@ [0,0,0, ] az ideélis sik
@ [¢,0,0,0] az YZ koordinatasik
@ [0, 0,0] az XZ koordinatasik

@ [0,0,c,0] az XY koordinatasik

«0O> «Fr «=)r « =) = Q>



@ Egyenesek és sikok leirasa
o Attekintés

@ Egyenes
e Sik

© Egyszerii gorbék és feliiletek
o Gorbék

o Feliletek

© A fény dtja
@ |dedlis tukrozddés
@ |dealis torés

«40O0>» «Fr «Z» «E>» Q>



@ Egyenesek és sikok leirasa
o Attekintés
@ Egyenes
e Sik

© Egyszerii gorbék és feliiletek
o Gorbék
o Feliiletek

© A fény dtja
@ |dedlis tukrozddés
@ |dealis torés
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o Az gorbéket, feliileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.

it
-
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o Az gorbéket, feliileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.

o Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
e explicit: y= f(x)

«0O» «Fr «=» « Q>

it
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o Az gorbéket, feliileteket (amik kozé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.

o Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
e explicit: y= f(x)

— {(xf(x) | xe DrC R}

«0O» «Fr «=» « Q>

it
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}
x(1)

¥(t)

e parametrikus: p(t) =
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}

- wltencr)

e parametrikus: p(t) =
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}

- wltencr)

e parametrikus: p(t) =

e implicit: f{x,y) =0
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}

- wltencr)
o implicit: ix,y)=0 — {xeDrCR?|fx)=0}

e parametrikus: p(t) =

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu Szamitégépes Grafika



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}

e parametrikus: p(t) = ;E;ﬂ — A{p(t) | te D, C R}

o implicit: ix,y)=0 — {xeDrCR?|fx)=0}
@ De hogyan tudjuk ezeket kirajzolni?
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék leirasa

o Az gorbéket, felileteket (amik kézé az egyenes és a sik is
tartozik) egy-egy ponthalmaznak tekintjiik.
@ Hogyan adjuk meg ezeket a halmazokat?
o explicit: y=1fx) — {(xf(x))|xeDrCR}

e parametrikus: p(t) = ;E;ﬂ — A{p(t) | te D, C R}

o implicit: ix,y)=0 — {xeDrCR?|fx)=0}
@ De hogyan tudjuk ezeket kirajzolni?

e Explicit/parametrikus: gorbén pontok generélasa...
o Implicit: képerny6 pontjait ellendrizziik, hogy a gérbén van-e...
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médokban?

Hogyan transzformalunk gorbéket a killonb6zé megadasi

it
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék transzformacidja

Hogyan transzformalunk gorbéket a kiillonb6z6 megadasi
médokban?
e Explicit
o Flggolleges eltolas és nydjtas: a fliggvényérték modositasa

—y=a-f(x)+b
e Vizszintes eltolas és nydjtas: a paraméter inverz mddositasa

—y=Af%-4d)
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék transzformacidja

Hogyan transzformalunk gorbéket a kiillonb6z6 megadasi

modokban?
e Explicit
o Flggolleges eltolas és nydjtas: a fliggvényérték modositasa

—y=a-f(x)+b
e Vizszintes eltolas és nydjtas: a paraméter inverz mddositasa

—y=Af%-4d)
@ Parametrikus: az eredménypont transzformacidja
— A-p(t)

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu Szamitégépes Grafika



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék transzformacidja

Hogyan transzformalunk gorbéket a kiillonb6z6 megadasi
médokban?
e Explicit
o Flggolleges eltolas és nydjtas: a fliggvényérték modositasa
—y=a-f(x)+b
e Vizszintes eltolas és nydjtas: a paraméter inverz mddositasa

—y=Af%-4d)
@ Parametrikus: az eredménypont transzformacidja
— A-p(t)

e Implicit: a paraméter transzforméaciéja az inverzzel
— fA71.x)=0
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o Az y tengelyl, origbn atmend,
(0, p) fékuszpontd parabola egy

o Implicit egyenlete:

X = dpy

«40O0>» «Fr «Z» «E>» Q>




o Az y tengelyl, origbn atmend,
(0, p) fékuszpontd parabola egy

o Implicit egyenlete:

X = dpy
o Explicit egyenlete:

y:

)

4p

«0O» «Fr «=» « Q>

xeR
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o Az y tengelyl, origbn atmend,
(0, p) fékuszpontd parabola egy

o Implicit egyenlete:

X = dpy
o Explicit egyenlete:

y:

— eR
4p’ x

o Parametrikus egyenlete:

p(t) = lﬁt] teR

«0O» «Fr «=» « Q>
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@ Mi van, ha a c pontba akarjuk eltolni az origdbél a parabolat?

it
v
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@ Mi van, ha a c pontba akarjuk eltolni az origdbél a parabolat?
e Az implicit és explicit alakban be kell vinni a (¢, ¢y)

koordinatékat (pl. implicitb8l (x — cx)? = 4p(y — cy) lesz)

«0O» «Fr «=» « Q>
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Parabola

@ Mi van, ha a c pontba akarjuk eltolni az origdbél a parabolat?

e Az implicit és explicit alakban be kell vinni a (¢, ¢)
koordinatakat (pl. implicitbdl (x — cx)? = 4p(y — ¢,) lesz)

e Parametrikus alakban egyszeriien p(t) + c lesz az (j alak.
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e A c € E? kdzéppont, rsugarl kor egy

<O «Fr « o



e A c € E? kdzéppont, rsugarl kor egy

o Implicit egyenlete:

) ) // \\
(x—c)+(y—c) =7 / N\
N\ /
. /

it
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e A c € E? kdzéppont, rsugarl kor egy

o Implicit egyenlete:
/ ™\
(x—c)+(y—¢) =" / N\

o Explicit alakban nem tudjuk az egész <

kért leirni egy fuggvénnyel (DE két

darabban menne, pl. c¢=0,r=1

mellett y = +v/1 — x2, ahol \\\ ///

x e [-1,1])

«0O>» < Fr «=)r» « =) = Q>



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Kor

e A c € E? kdzéppont, rsugarl kor egy

o Implicit egyenlete:

(x—c)+(y—¢)="r

o Explicit alakban nem tudjuk az egész ¢ s
kért leirni egy fuggvénnyel (DE két i
darabban menne, pl. c=0,r=1
mellett y = ++/1 — x2, ahol
x € [-1,1])

o Parametrikus egyenlete:

p(t) =r {‘;’nﬂ +¢, ahol t € [0,27)
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e A c € E? kdzéppontii, nagytengelyével
az x tengellyel parhuzamos, 2a

nagytengely(i és 2b kistengelyii
ellipszis egy

e BN
C| a
N\ P4

it
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e A c € E? kdzéppontii, nagytengelyével
az x tengellyel parhuzamos, 2a
nagytengely(i és 2b kistengelyii
ellipszis egy

o Implicit egyenlete:

e BN
(-6l , -aP | -
2 2
a N\ P4

it
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Ellipszis

e A c € E? kdzéppontii, nagytengelyével
az x tengellyel parhuzamos, 2a
nagytengelyli és 2b kistengelyl
ellipszis egy

o Implicit egyenlete:

(X_ CX)2 + (y_ Cy)2 _

a2 b?

o Explicit alakban ugyanaz a probléma,
mint a kornél (lasd elébb)

p
\

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu Szamitégépes Grafika



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Ellipszis

e A c € E? kdzéppontii, nagytengelyével
az x tengellyel parhuzamos, 2a
nagytengelyli és 2b kistengelyl
ellipszis egy

o Implicit egyenlete:

(X_ CX)2 (y_ G )2
a2 + b2y -

o Explicit alakban ugyanaz a probléma,
mint a kornél (lasd elébb)
o Parametrikus egyenlete:

p(t) = [ch?;f] +¢, ahol t € [0,2r)

p
\
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@ De mi van, ha nem akarjuk, hogy x, y tengellyel parhuzamosak
legyenek a tengelyeink?

o Implicit egyenlet: ez munkas(nak tiinik és habar nem az, de),
nekiink most nem kell...

«0O» «Fr «=» « Q>

it
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Ellipszis

@ De mi van, ha nem akarjuk, hogy x, y tengellyel parhuzamosak
legyenek a tengelyeink?
o Implicit egyenlet: ez munkas(nak tiinik és habar nem az, de),
nekiink most nem kell...
e Parametrikus egyenlete: baziscsere! Ha az (j tengelyek k, I,
akkor p(t) = acost-k+ bsint-1+c, ahol t € [0,27)
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o Legyen adott két pont, a,b € E3. A két ponton dtmend
egyenes parametrikus egyenlete:

p(t) = (1 - t)a + tb,
ahol t € R.

e Ha t € [0, 1], akkor az a, b pontokat 6sszekotd egyenes
szakaszt kapjuk.

«0O» «Fr «=» « Q>
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Szakasz

o Legyen adott két pont, a,b € E3. A két ponton atmend
egyenes parametrikus egyenlete:

p(t) = (1 — t)a + tb,

ahol t € R.

e Ha t € [0, 1], akkor az a, b pontokat 6sszekotd egyenes
szakaszt kapjuk.

p(®) b= p(1)

a= p(0)
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o Derivaltak: p(i)(t) = [ﬁggg} tel..],i=0,1,2,..
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbék parametrikus alakja

e Derivaltak: p()(t) = [;((:;Eiﬂ tel..],i=0,1,2,..

o Ha a gorbét egy mozgd pont palydjanak tekintjik, akkor az
elsé derivalt a sebességnek tekinthetd, a masodik a
gyorsulasnak stb.
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék Feliiletek

Gorbe érintéegyenese
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@ Egyenesek és sikok leirasa
o Attekintés

@ Egyenes
e Sik

© Egyszerii gorbék és feliiletek
o Gorbék

o Feliletek

© A fény dtja
@ |dedlis tukrozddés
@ |dealis torés
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e Explicit: z= f(x, y)

= {6 ) | (xy) € Drc R?}
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o Explicit: z=flx,y) — {(xy.f(xy)|(xy) € DrC R?}

X(u,)
e Parametrikus: p(u,v) = |y(u,v)|, (u,v) € [a, b] X [c, d]

z(u, v)

«0O> «Fr «=)r « =) = Q>



o Explicit: z=flx,y) — {(xy.f(xy)|(xy) € DrC R?}

X(u,)
e Parametrikus: p(u,v) = ygu, vg , (u,v) € [a, b] x [c,d
= {p(u,v) | (u,v) € Dy C’]R2}

«0O> «Fr «=)r « =) = Q>



o Explicit: z=flx,y) — {(xy.f(xy)|(xy) € DrC R?}

x(u, v)
e Parametrikus: p(u,v) = ygu, vg , (u,v) € [a, b] x [c,d
= {p(u,v) | (u,v) € Dy C’]R2}
e Implicit: fx,y,z) =0

«0O> «Fr «=)r « =) = Q>



o Explicit: z=flx,y) — {(xy.f(xy)|(xy) € DrC R?}

x(u, v)
e Parametrikus: p(u,v) = ygu, vg , (u,v) € [a, b] x [c,d
= {p(u,v) | (u,v) € Dy C’]R2}
o Implicit: fix,y,z)=0 — {xeDrCR?®|f(x)=0}

«0O> «Fr «=)r « =) = Q>



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Feliiletek megadasa

Explicit: z=1flx,y) — {(xy,f{xy)|(xy) € DrC R?}
x(u, v)
Parametrikus: p(u,v) = [¥(u,v)|, (u,v) € [a, b] X [c, d]
2(u, v)
- {p(u,v) | (u,v) € Dy C R?}
Implicit: ix,y,z) =0 — {xeDfCR3|Ax)=0}
Hogyan rajzoljuk ki oket?
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Feliiletek megadasa

Explicit: z=1flx,y) — {(xy,f{xy)|(xy) € DrC R?}
x(u, v)

Parametrikus: p(u,v) = [¥(u,v)|, (u,v) € [a, b] X [c, d]
2(u, v)

- {p(u,v) | (u,v) € Dy C R?}

Implicit: ix,y,z) =0 — {xeDfCR3|Ax)=0}

Hogyan rajzoljuk ki oket?

e Explicit/parametrikus: pontok generélasa,
haromszogelés...(Iasd inkrementalis képszintézis, 7-9 el6adas)

o Implict: feliilet metszése sugarral...(lasd sugarmetszés, 5.
eléadas)
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f-R2 5 R
z=1flxy),(xy) €R
Ponthalmaz:

{0 1) | (x.y) € D C B2




f-R2 5 R
z=1flxy),(xy) €R
Ponthalmaz:

{0 1) | (x.y) € D C B2




Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliilletek A fény datja

Explicit feliilletek

Gorbék  Feliiletek

f-R2 5 R

Ponthalmaz:

{(xy. /) | (x.y) € Drc R?}

Példa: flx,y) = sin(x) +sin(y) + 2

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu
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Gorbék Feliiletek
Parametrik

p:R— R?

x(u, v)
p(u,v) = |Au,v) |,

z(u, v)
(u,v) € [a, b] X [c,d]

Ponthalmaz:

{p(u, v) | (u,v) € Dy C Rz}

[m]

DA



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliilletek A fény datja

Parametrikus feltuletek

Gorbék  Feliiletek

p:R— R?

x(u, v)

p(”? V) = }/(U, V) ’
z(u, v)

(u,v) € [a, b] X [c,d]

Ponthalmaz:

{p(u,v) | (u,v) € Dy C R?}
rycos (ru)u
Példa: p(u,v) = (1 — v)? i

racos (ru)u
—4 + 4
rysin(ru)u

rasin(ru)u
Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu

=

o -
Szamitégépes Grafika



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja

Implicit feliilletek

Gorbék  Feliiletek

Ban Rébert  rob.ban@inf.elte.hu
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x=(xy,2) €R3
fix,y,z) =0
Ponthalmaz:

{x e Drc R3 | fix) =0}

[m] = =
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Implicit feliilletek

fRS—R

x=(xy,2) €R3
fix,y,z) =0
Ponthalmaz:

{x e Drc R?| fix) =0}

Példa: flx,y,2) = x* + y* + 2% + sindx + sindy + sin 4z — 0.66

[} = = =
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«0O» «Fr «=» « Q>

érintésikjanak normalisa

o Feliileti normalis a feliilet egy pontjan: a feliilet adott pontbeli
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Felletek feltuleti normalisa

o Feliileti normalis a feliilet egy pontjan: a feliilet adott pontbeli
érintosikjanak normalisa

@ Ha parametrikus alakban adott a feliilet:
n(u, v) = 9up(u, v) x d,p(u, v)
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Felletek feltuleti normalisa

o Feliileti normalis a feliilet egy pontjan: a feliilet adott pontbeli
érintosikjanak normalisa

@ Ha parametrikus alakban adott a feliilet:
n(u, v) = 9up(u, v) x d,p(u, v)

e Implicit alakban adott feliiletnél n(x, y, z) = Vf, ahol
V= [ff, ]
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Felletek feltuleti normalisa

o Feliileti normalis a feliilet egy pontjan: a feliilet adott pontbeli
érintosikjanak normalisa

@ Ha parametrikus alakban adott a feliilet:
n(u, v) = 9up(u, v) x d,p(u, v)

e Implicit alakban adott feliiletnél n(x, y, z) = Vf, ahol
V= [va fy? fZ]T

o A feliilet ,allasat” irja le lokalisan.

o Segitségével tudjuk majd meghatarozni, hogy a feliileti pontba
beérkez6 fénysugarak merre haladnak tovabb és ezaltal azt,
hogy hogyan kell arnyalni a feliiletet.
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° ImphCIt

(x—c)?+(y—c)+

(z—c)? = P (\z\

T
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° ImphCIt
(x—c)?+(y—¢)+(z—c)* =1~
@ Parametrikus:

COs usin y
p(u,v) =r|sinusinv| +c,

cos Vv

(u,v) € [0,27) x [0,7]
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(] ImpliCit;
(X_CX)2

a2

(—¢)? | (z—c)® _
+ bzy 4l B
o Parametrikus:

2c0s Usin v
p(u,v) = | bsinusinv| +c,
CCOS Vv

(u,v) € [0,27) x [0, 7]
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@ Parametrikus:

o(u.v) =

(U, V) c R2

u

4

au? + b2

+c,




@ Parametrikus:

o(u.v) =

(U, V) c R2

u

4

au? + b2

+c,




tengelyt tekintik

o Matematikaban altalaban a felfelé mutaté tengelynek a z
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o Matematikaban altalaban a felfelé mutaté tengelynek a z
tengelyt tekintik

o A fenti képletek is ennek megfeleléen adjak a ,vart” képet

«0O» «Fr «=» « Q>
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény (tja Gorbék  Feliiletek

Amire figyelni érdemes

@ Matematikaban altaldban a felfelé mutaté tengelynek a z
tengelyt tekintik

o A fenti képletek is ennek megfeleléen adjak a ,vart"” képet

o Grafikdban viszont sokszor az y mutat felfelé! Ez megoldhaté
pl. az y és z koordinatak felcserélésével
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o Attekintés
@ Egyenes
e Sik
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o Gorbék
@ Feliiletek

O A fény Gtja
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o | a megvilagitd, a fényt ,ad6” pont felé mutatd vektor, ekkor
a beesési irdny v = —I

@ n a feliileti normalis
o v, |, n egységvektorok

e 0 az | és az n altal bezart szog

«0O> «Fr «=)r « =) Q>



@ Egyenesek és sikok leirasa
o Attekintés
@ Egyenes
e Sik

© Egyszerii gorbék és feliiletek
o Gorbék
@ Feliiletek

O A fény Gtja
o |dedlis tiikroz6dés
@ |dealis torés
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A beesési irany (—I), a felileti normalis (n), és a kilépési irany (r)
visszaverédési szoggel (6).

egy sikban van, valamint a beesési szég (0') megegyezik a

40> «F»r « =) Q>



Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény dtja

Visszaverddési irany

Idealis titkrozédés Idealis torés

o Altalanos esetben, egy v
beeso vektorbdl a
visszaver6dési- vagy
tikorirany:

ev,=v—2n(n-v)

@ Mivel cosf = —n-v, ésn, v
egységnyi hossziak.
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@ Egyenesck és sikok leirasa
o Attekintés
@ Egyenes
e Sik

© Egyszerii gorbék és feliiletek
o Gorbék
@ Feliiletek

O A fény Gtja
@ |dedlis tukrozddés
o |dedlis torés
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egy sikban van, valamint n =
toérésmutatdja.

sin 0’
sin6 '

A beesési irany (—1), a feliileti normélis (n), és a torési irdny (t)

ahol i az anyagok relativ

<O «Fr < > QA
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és felilletek A fény utja Idealis titkrozédés Ideélis torés

Idealis torés

Snellius-Descartes torvény
A beesési irany (—I), a feliileti normélis (n), és a torési irdny (t)
egy sikban van, valamint 7 = S22 ahol 7 az anyagok relativ

sinf '
torésmutatdja.
Relatllv tarésmutaté AbSZO|l/Jt térésmutaték
°on= Zi e Vakuum 1.0
@ n; a kdzeg abszolidt térésmutatdja, © Leveg6 1.0003
amit a fény elhagy e Viz 1.3333
@ np a kozeg abszollt térésmutatdja, @ Uveg 1.5
amibe a fény belép o Gyémant 2.417
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@ Snellius-Descartes torvény:
__ sina
n= sin 8
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sin 8

@ Snellius-Descartes torvény
__ sina
']7 =
ev:=n,sinB —ncosf
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@ Snellius-Descartes torvény
__ sina
n= sin 8

ev:=n,sinB —ncosf
en, = vt+ncosa

sin

DA

a
u}
a
v
a
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény dtja Idedlis titkrozédés ldedlis torés

Torési irany

@ Snellius-Descartes torvény:

__ sina

~ sing i
@ v;=n;sinf —ncospf

__ vincosa
°en,= sin

o v = % +n (—wf]a - cos[;’)
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény dtja Idedlis titkrozédés ldedlis torés

Torési irany

@ Snellius-Descartes torvény:

__ sina

~ sing 7
@ v;=n;sinf —ncospf

__ v+ncosa

°en,= sin
° 7+n(°°f]°‘ cos[;’)
@ cosf=+/1—sin’3 =

1 sm (0%

772
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény dtja Idedlis titkrozédés ldedlis torés

Torési irany

@ Snellius-Descartes torvény:

__ sina

~ sing i
@ v;=n;sinf —ncospf

__ v+ncosa
°en,= sin
° 7+n(°°f]°‘ cos[;’)
@ cosf=+/1—sin’3 =

1 sm (0%

772
°
v Cos &
Ve = —+n -
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@ A torésmutatd és ennek megfeleléen a torésirany fiigg a fény
hulldmhosszatdl is (lasd pl. prizmak).
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Egyenesek és sikok Egyszerii gorbék és feliiletek A fény dtja Idedlis titkrozédés ldedlis torés

Torési irany — megjegyzések

@ A torésmutatd és ennek megfelelGen a torésirany fiigg a fény
hulldmhosszatdl is (Iasd pl. prizmak).
1_ 1—c1702$204
o Mi torténik, ha a gyokjel alatt negativ az érték?
e Ezt hivjuk teljes fényvisszaverédésnek (angolul total internal
reflection).

@ Normal esetben a fény egy része titkrozodik, egy része pedig
visszaverédik, ilyenkor viszont teljesen visszaverddik, azaz a
fény nem tudja elhagyni a kozeget.

@ Akkor fordulhat el6, ha n < 1, azaz np < nyp, tehat a fény az
optikailag slirlibb kozegbdl prébal a ritkdbb kézegbe behatolni.
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