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Motivacié

Motivacid

» A virtudlis vildgunkban taldlhat6 Gsszetett alakzatokat (héz, fa
stb.) tobb, kisebb épitéelembdl is 6sszerakhatjuk (ajtéd, ablak,
levelek..) — az alakzat részeit el kell helyezniink a térben

P> Az alakzatokat el kell helyezniink a vildgban, mozgatnunk kell
Oket stb.

P> A virtualis vilagunkbdl egy kétdimenzids képet is eld kell
allitanunk

> — A fenti Iépésekhez mind sziikséglink lesz geometriai
transzformdacidkra, amelyekkel az alakzatainkat
megvaltoztathatjuk



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk

> Az elvarasaink
» minden pontot lehessen transzformalni
P> pont képe legyen pont, egyenes képe egyenes, sik képe sik
> illeszkedést tartsa
» legyen egyértelmii és egyértelmiien megfordithatd



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Megjegyzés

P> A pontjainkat a szamitégépen valamilyen
koordinata-rendszerben taroljuk — a transzformacidk ezeken a
koordinatakon végzett miiveletek

> A tovébbiakban azonositsuk az Euklideszi tér, E3 (vagy sik,
[E?) elemeit a R® (vagy R?) valés vektorteriink elemeivel

» Ehhez régzitiink egy o € E2 pontot, origdt, és minden q € E3
ponthoz a p = q — o vektort (helyvektor) rendeljiik



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Linearis leképezések

> Kiemelt jelentOsége lesz a linedris leképezéseknek, azaz azon ¢
leképezéseknek, amelyekre teljesiil, hogy Va,b € R3 és A € R
esetén
> ¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) (additiv)
> ¢(Aa) = Ap(a) (homogén)
» Emlékezteto: az f: R"” — R linearis leképezéseket egy
A € R™*" matrixszal fel tudjuk irni; ekkor f{x) = Ax, x € R".



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Projektiv és affin transzformaciok — definicidk

> Az idealis sikkal kibovitett euklideszi tér Gnmagara vald,
kolcsondsen egyértelmil, pont-, egyenes-, sik-, és illeszkedést
tarté leképezéseit kollinedcicknak, vagy projektiv
transzformacioknak nevezzik.

> Affin transzforméacidk a projektiv transzformaciéknak az az
alcsoportja, amelyek a (kibdvitett) tér ,kozonséges”,
euklideszi részét 6nmagara képezik le, és az idedlis sikot is
Onmagara képezi le.



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Tulajdonsagok

» Az affin transzforméacidk a parhuzamossagot megtartjak
» A projektiv és affin transzformacidk algebrai csoportot
alkotnak a konkatenacié (transzforméacidk kompozicidja)
miveletével — ez mit jelent?
> a konkatenacié asszociativ (a miiveletek csoportosithatdk)
> létezik egységelem (egységtranszformacid)
> a dimenzidtart6 transzformacidknak van inverze (vissza lehet
csinalni)
> Figyeljink: a csoport nem kommutativ
P azaz a legtobb esetben a miiveletek nem felcserélhetok!



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Affin transzformaciok tulajdonsagai

» Az affin transzformaciok megadhatdak egy linearis
transzformacié és egy eltolas segitségével, azaz ha
@ : R3 — R3 affin transzformacié, akkor létezik A € R3*3 és
b € R3, hogy ¥x € R3-ra

o(x) =Ax+b

> A matrix-vektor szorzast ilyen sorrendben végezziik el, azaz: a
matrix a bal-, a vektor a jobb oldalon 4ll



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Affin transzformaciok tulajdonsagai

> A ¢(x) = Ax + b megadads homogén koordinitak segitségével
egyetlen matrix-vektor szorzassal is felirhaté:

A b 4x4
[[0,0,0] 1} €k

» Ugyanis ekkor

poa 1) b= losiia) =M1



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Affin transzformaciok tulajdonsagai

» Az affin transzformacidk a baricentrikus koordinatakat

érvényben hagyjak (mas széval a baricentrikus koordinatak
affin invaridnsak)

> Biz.: legyenek egy tetszbleges x pont baricentrikus koordinatai
x;j-kre vonatkoztatva «;, ekkor

=¥ (Zn: aixi>
i=0

=A <Z Oé,'X,') +b
i=0

= Aia;x;—i—ia;b mivel ia;: 1
=0 i=0 i=0
n

= ai(Ax; + b) Z aip(x;)
i=0



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Affin transzformaciok megadasa

» [E"-ben egy affin transzforméaciét egyértelmiien meghataroz
n—+ 1 altalanos allast pont és annak képe

» Azaz, példaul sikban ha adott harom altaldnos allasi
o
Pi= Vi 7i:O7172
1

pont (homogén koordinatakkal) és ezek képei, rendre

X,

]

qi = _)/, , 1=10,1,2
1

akkor pi-ket qi-kbe 4tvivé R € R3*3 transzformaciéra

R - [po, P1,P2] = [d0. 41, a2] = R = [q0,91,92] - [P0, P1,p2] "



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Projektiv transzformaciék megadasa

» [E"-ben egy projektiv transzformaciot egyértelmiien
meghataroz n+ 2 altalanos allast pont és annak képe

» Tehat sikban 4: legyen P € R3*3 és ag, a1, oo, a3 € R, ekkor
megoldandé P-re

P - [po, p1, P2, P3] = [0, @191, ®2q2, 3q3]



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

EGYBEVAGOSAGOK

Egység tr.




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

EGYBEVAGOSAGOK

Forgatas




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

EGYBEVAGOSAGOK

Transzlacio




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

HASONLOSAGOK

zotrép
lépték.




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

LINEARIS

Léptékezés




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

LINEARIS

Ttkrozes




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

LINEARIS

A Nyirés




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

EGYBEVAGOSAGOK

Egység tr.

Transzlacio Forgatas




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformaciék osztalyozasa

HASONLOSAGOK

zotrép
léptek.
Egység tr.

Transzlacio Forgatas




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformaciék osztalyozasa

LINEARIS

Léptékezés

1zotrop | Tukrezés
léptek.
Egység tr.
Nyiras
Forgatas



Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

AFFIN

Léptékezés

1zotrop | Tukrezés
léptek.
Egység tr.
e Nyiras
Transzlacio Forgatas




Transzformaciék > Transzformaciék altalaban

Transzformacidk osztalyozasa

PROJEKTIV

” N

\ Perspektiv /




Nevezetes affin transzformacidk > Eltolas

Eltolas




Nevezetes affin transzformacidk > Eltolas

Eltolas

» Minden pontot egy adott d vektorral eltolunk:
X =x+d
» Altaldban T(d,, dy, d;)-vel jeloljik
> Matrix alakhoz homogén koordinatak kellenek, w=1

valasztassal és akkor a kovetkezd 4 x 4-es matrixszal adhatd
meg:

O O o
o O+~ O
o= OO
'_‘NQ“<Q><D“



Nevezetes affin transzformacidk > Eltolas

Eltolas

» Hiszen ha homogén koordindtait haszndljuk az x pontnak,
akkor

1 x+0-y4+0-z4+1-dx

O-x+1-y+0-z+1-d,

0-x+0-y+1-z41-d,
1

o O O+
O O = O
o~ OO
LU
= N < X



Nevezetes affin transzformacidk > Eltolas

Tulajdonsagok

> Az eltolasok az affin transzformaciék egy kommutativ
részcsoportjat alkotjak
> A T(a,b,c) inverze T"(a, b,c) = T(—a, —b, —c)



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Forgatas

> Négyjegyl fliggvénytablazatbol:
Forgatas XY sikban (gyakorlatilag a Z tengely koril) 6 szoggel:

X = xcos — ysinf
y = xsinf + ycos@.
> Matrix alakban:
X _  |cos? n —sinf|  [cosf —sinf] [x
Y| " |sinf Y1 cosd | = |sinf cosh y

» Hasonléan kaphatjuk XZ és YZ sikokon is.



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Forgatas matrixok

Z tengely koril Y tengely koriil

o= OO

0 c
0 10
0
1

o |

n
oo+~ o
©on Oun

ahol ¢ = cosf és s =sin#f.

X tengely koriil

==
oOwnw n O
o =)
ﬁU)

_ O O O



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Tulajdonsagok

> Az azonos tengely koriili elforgatasok az affin transzformaciok
egy kommutativ részcsoportjat alkotjak

> A térbeli forgatasok felirhatok egyetlen 3 x 3 matrix
segitségével (linedris transzformacid)
P> Az eltolas és forgatas sorrendje nem felcserélhetd!

> A forgatas inverze az eredeti forgatas nagysagaval megegyezo,
de ellentétes irany( elforgatas, pl.: R;'(9) = Rz(—0)



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Tetszbleges forgatas

Tetszbleges orientacié eldallithatd a harom forgatas egymas utani
hasznalataval.

R(a,8,7) =
cosae —sina 0 cosB 0 sing 1 0 0
sina cosa O] - 0 1 0 [-]0 cosy —siny

0 0 1 —sin8 0 cosf 0 siny cosvy



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Tetszbleges tengely koriili forgatas

> Az eddigieket felhasznalva:

> toljuk el a forgatasi tengelyt az origéba (T)

» forgassuk be az egyik tengely koril az egyik koordinatasikba
(példaul Rz-vel az XZ-sikba)

» ebben a sikban forgassuk a merdleges tengely koriill az egyik
tengelybe (példaul Ry-nal az X-tengelybe)

> végezziik el az elforgatast (példaul Rx-szel, de: ez az dj (X")
tengely koril forgat!)

» alkalmazzuk az eddigi transzformacidk inverzeit

> Azaz példaul Mx = (T7IR;'Ry'RxRyRZT)x



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

*Tetszbleges tengely koriili forgatds — Rodrigues formula

Tetszbleges tengely kozili forgatas megadhaté egy z
egységvektorral, ami a forgatas tengelyét adja, és egy 0 szoggel.
Ezt irja le a Rodrigues formula, aminek felhasznalasaval:

v/ = Rodrigues(6,z)v

V. =v-cosf+(zxv)-sinf+z-(z,v)-(1—cosb)



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Yaw, pitch, roll

» Egy objektum fiiggbleges- (yaw), kereszt- (pitch) és
hossztengelye (roll) menti elfordulésait egyszerre adjuk meg.

> Repiiléstanban és robotikaban eldszeretettel hasznalt
megadasi mdd.

» Gyakorlatilag megegyezik azzal, mintha harom ,kdzonséges”
tengely menti forgatast hasznalnank.

> Csak akkor miikddik helyesen, ha az objektum tengelyei
egybeesnek a koordinata-rendszer tengelyeivel.

> Legtobb API tdmogatja.



Nevezetes affin transzformacidk > Forgatas

Mozgas-transzformaciok

> Az eltolasok és tengely koriili elforgatasok kombinacidjaként
leirhaté transzformacidkat mozgds-transzformacioknak
nevezziik (= egybevagdsagi transzformaciok)

> A targyak alakjat és méretét nem valtoztatjak



Nevezetes affin transzformacidk > Méretezés

Méretezés




Nevezetes affin transzformacidk > Méretezés

Méretezés

> Az x, y, z tengelyek mentén ,széthizzuk”, vagy
,o0sszenyomjuk” az alakzatot, azaz mas léptéket valasztunk —
egymastdl fuggetlendl is akar

> A mivelet kiillonb6z6 nevei: méretezés, skalazas, nyijtas,
[éptékezés

> Matrix alakban:

s 0 0 0
0s, 0 0
S(sesps)=| ¢ ¢ s, 0
00 0 1

» lzotrop skalazas: ha s, =5, =s,



Nevezetes affin transzformacidk > Méretezés

Specidlis eset: titkrozés

» Ha s, sy, s, valamelyike negativ
» ha egy negativ: tiikrozés az irdnyra merdleges sikra
> ha kettd negativ: tiikrozés (a kimaradd) tengelyre
» ha mindhdrom negativ: kdzéppontos tiikrozés
P Figyeljink: ha paratlan szdmu negativ egyiitthaté van, akkor
a sodrasirany is megvaltozik!



Nevezetes affin transzformacidk > Méretezés

Sodrasirany?

» Az i,j, k bazisvektorokat felhasznalva, ha ¢ : R3 — R3 lineéris
transzformacid, akkor

p(p) = ¢(xi + yj + zk) = xp(i) + yo(i) + zp(k)
> — ha egy transzforméacié matrixadnak determinansa negativ,
akkor a sodréasirany (a targyak térbeli iranyitasa) megvaltozik



Nevezetes affin transzformacidk > Méretezés

Specidlis eset: vetités

» Ha s, sy, s, valamelyike nulla

» ha egy nulla: az irdnyra merdleges sikra vetitiink
» ha ketto nulla: egy tengelyre ,vetitlink”
» ha mindhdrom nulla: az origdba ,vetitiink” mindent...

» Eszrevétel: a determinans nulla! — nincs inverz!



Nevezetes affin transzformacidk > Nyiras

Nyiras

Példa

Ha egy pakli kartyat lerakunk az asztalra és a lapokat egyenletesen
szétcslsztatjuk, de ugy, hogy a pakli még ,allva” maradjon, az a
nyiras.




Nevezetes affin transzformacidk > Nyiras

Nyiras

Ha példaul minden pontban az x, y értékeket zvel aranyos
mértékeben mddositjuk:

o O O
O O = O
O, oW
= O O O



Nevezetes affin transzformacidk > Nyiras

Nyiras

Altaldnosan:

O O O

O O+~

oL N o

= O O O



Nevezetes affin transzformacidk > Attérés (j koordinata-rendszerre
Attérés 0j koordinata-rendszerre

> Tegyiik fel, hogy az i, j, k ortonormalt bazisvektorok helyett 4t
akarunk térni az u, v, w ortonormélt bazisra (az dj
bazisvektorok koordinatait ismerjitk a régi bazisban).

> Mik lesznek az eddig x = [x, y, z] koordinitakkal azonositott
pont X' = [¥,y, Z]T koordinatai az Gj bazisban? Azaz milyen
X,y Z-re teljesiil, hogy x = Xu + y'v + Zw?

> x = [u,v,w]x' = Bx' — x' = B~ 1x

» Ortonormalt matrix inverze a matrix transzponaltja, igy az (]

koordinatakat adé M = B~ métrixunk a kdvetkezé alakd
ux u, uy O

v« v, vz O

wx wy, w; 0

0 0 0 1

» Ha az (j origd koordinatéja c, akkor
M =B 1T(—cy,—¢c),—Cz)

M =



Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Kommutativitas

> A matrix szorzas nem kommutativ, tgyhogy altaldban nem
igaz, hogy
ABv = BAv
» Ez j6, mivel altaldban a transzformaciék sem kommutativak

» Mivel jobbrdl all a vektor, igy a transzformacidk ,, jobbrol
balra” hajtédnak végre



Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Példa

Forgatas majd eltolas Eltolas majd forgatas




Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Transzformacidés matrixok determinansai

> A méretezésnél lattuk, hogy ha egy vagy harom egyiitthatéja
negativ a transzforméaciénak, akkor az megforditja a
sodrasiranyt.

» Altaldnos esetre megfogalmazva:

» Ha det(A) > 0, akkor a sodrés irany valtozatlan marad (pl.
forgatas, eltolas, nyiras).

» Ha det(A) < 0, akkor a sodrés irany megfordul (pl. egyes
titkrozések, jobb- és balsodrast koordinata-rendszerek kozott
valtas)



Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Normalvektorok transzformaciéja

> Legyen g egy szakasz a sikban, n normélvektorral. Legyen S
az x tengely mentén kétszeres nyljtast leiré transzformacié.
» Probléma: g’-t megkaphatjuk, ha eltranszformaljuk a két

végpontjat. Mi a helyzet g’ normélvektoraval? n’ = Sn lesz?
NEM!




Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Normalvektorok transzformaciéja

P> Vizsgaljuk a normélvektor altal megadott érintosik egyenletét!

P> Legyen p az érint6sik egy pontja, ekkor x akkor és csak akkor
van rajta a sikon, ha

(x—p,n) =0

> Ekkor tetszéleges (invertalhaté) A € R3*3 transzformécié
mellett:
(A~"A(x— p).n} = 0

P A skaldris szorzat és a matrix szorzas szabalyai alapjan kapjuk,

hogy
-

(A(x—p), (A" 'n)=0



Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Normalvektorok transzformaciéja

» Tehét a normalvektorokat az A € R3*3 matrix helyett annak
. s . I\ T
inverztranszponaltjaval kell szorozni: (A 1) n.

» Ha az affin transzformacidéban van eltolas is, azt elhagyjuk a

normalvektor transzforméacidjanal (hiszen a vektorokra nem
hat az eltolas).

> Azaz egy A € R**# affin transzformaciénak csak a bal felsé
3 x 3-as linedris részét hasznaljuk a normalvektorhoz.



Nevezetes affin transzformacidk > Megjegyzések

Megjegyzés

» A sik affin transzformaciéit egyértelmiien meghatarozza harom
figgetlen pont és azok képe

> A tér affin transzformacidit egyértelmiien meghatarozza négy
fuggetlen pont és azok képe



Perspektiv transzformacié

Motivacid

P A szinteriink képét akarjuk el6éllitani: vetiteni egy sikra

> Az ember altal latott képet nem lehet eléallitani affin
transzformacidk segitségével. A ,tavolodd” parhuzamosok
Osszetartanak, nem maradnak parhuzamosak.

> Ez a latvany eléallithaté kézéppontos vetitéssel. Ez a
transzformacié a homogén térben lineéris transzformacio.

» Az affin transzformacidk nem , bantottdk” az idedlis elemeket,
a fentiekhez azonban ez , kell”



Perspektiv transzformacié

Altalanos eset

> Ha egy homogén transzformaciés matrix utolsé sora nem
[0,0,0,1], akkor az olyan homogén linearis transzformacid,
ami az euklidészi térnek nem lineéris transzformacidja.

> Az ilyen transzformacidkat nevezziik perspektiv
transzformacidknak.

» Ekkor a parhuzamos egyenesek képe , 0sszetart”.



Perspektiv transzformacié

Parhuzamos vetités

> A matrix ami megadja egyszerli, példaul az XY sikra val6

vetités
1 000
0100
0 00O
0 0 01

» Ez egy affin transzforméacié (specilis skalazas)



Perspektiv transzformacié

Perspektiv transzformacio

vvyyy

v

Koézéppontos vetitést valdsit meg.
Az origdbdl a z tengely mentén ,,néziink” a térre.
A |atétérnek egy csonkagula felel meg.
A transzformécié a szem pozicidéban talalkozd vetito
egyenesekbdl parhuzamosokat csinal.
A csonkagulat egy téglatestté transzformalja
Paraméterei:

> a gila fiiggdleges nyilasszoge,

» a glla alapjanak az oldalainak az aranya,

P> a kozeli vagoésik tavolsdga

P a tavoli vagésik tavolsiga



Perspektiv transzformacié

Perspektiv transzformacio




Perspektiv transzformacié

Homogén osztas

» Mivel egy M ,valddi” projektiv transzformaci6 (perspektiv
transzformacié) utolsé sora nem [0,0,0,1]7, ezért

x,y,z,w]T = Mv
y

transzformacié utan, w = 1 altalanos esetben.

» Ha ezt a pontot az eukleidészi térbe szeretnénk atvinni (mert
pl. meg akarjuk jeleniteni), akkor végig kell osztanunk w-vel.

» (Persze csak akkor, ha w # 0)

» Ezt nevezziink homogén osztasnak.



Perspektiv transzformacié

Koézéppontos vetités

vA (X, Y, 2)

}y‘fd =Vyl/z

NY




Perspektiv transzformacié

Koézéppontos vetités

vA (X, Y, 2)

}y'fd =y/z

NY




Perspektiv transzformacié

Koézéppontos vetités

(X, Y, 2)

NY




Perspektiv transzformacié

Koézéppontos vetités

> Vagyis:

P> Az origd, mint vetitési kozéppont és egy, attdl a Z tengely
mentén d egységre taldlhatd, XY sikkal parhuzamos
vetitOsikra vald vetités matrixa:

O O O
o O = O
Q== O O
O O O O

» Homogén osztds utan (Z-vel) a fentit kapjuk



Perspektiv transzformacié

Megjegyzés

> A sik projektiv transzformacidit egyértelmiilen meghatarozza
négy fiiggetlen pont és azok képe

> A tér projektiv transzformaciodit egyértelmiien meghatarozza
ot fliggetlen pont és azok képe



Osszegzés

Transzformaciés matrixok

A: 3x3
linearis rész

eltolas

projektiv rész




Osszegzés

Transzformaciés matrixok

> Mi torténik, ha a vektorunk negyedik koordinataja nulla
(vagyis ha vektort azonosit a szamnégyes)?

P> Az eltolas rész nem hat ra!

» Figyeljink: nem mindenhol szoroznak jobbrél a vektorokkal!
Ha balrél szeretnénk szorozni a vektorral, akkor a matrixot
transzponalni kell.



Osszegzés

Transzformaciés matrixok

X,y Z

1

A': 3x3
linearis rész

eltolas rész

projektiv
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