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Motivacié

Modellezés feladata

» Hogyan irjuk le a virtudlis vilagunkat?

» A virtudlis teriink egy-egy pontjat miként adjuk meg, hogyan
taroljuk a szadmitégépen?
— Koordinata-rendszerek

> Az egyszerli geometriai épitéelemeket (egyenes, sik, haromszég
stb.) hogyan adjuk meg?
— Pontok halmaza
— Leiras kiilonb6z6é koordinata-rendszerekben



Motivacié

Pontok, vektorok

» Pont: az euklideszi sik/tér egy eleme, amelynek semmiféle
kiterjedése sincs. Geometriailag egy pozicid.
> Vektor:
P algebrailag: egy vektortér eleme.
» geometriailag: egy eltolas, aminek irdnya és hossza van

> értelmezve vannak ra tovabbi miiveletek: 6sszeadas, kivonas,
skaldrral szorzas, vektorialis szorzat (eredményiik vektorok),
skaldris szorzat (eredménye skalar)



Motivacié

Vektorok dsszeadasa




Motivacié

Vektorok kivonasa




Motivacié

Vektorok skalaris szorzata

Legyen adott két vektor, a = [ay, ay, a;] és b = [by, by, b,]. Jelolje
a skaldris szorzatukat (a,b), azaz legyen

(a,b) = axby+ ayb, + a,b,.
Ez kifejezhet6 Ggy is, hogy
(a,b) = |a - [b] - cos(c),

ahol « az a és b vektorok altal bezart szog.



Motivacié

Vektorok vektorialis szorzata — 3D

A

|a x b| = |a] |b] sina

axb

> a x b merbleges a-ra és b-re is

> a,b és a x b jobb sodrast rendszert alkot



Motivacié

Vektorok vektorialis szorzata — 3D

A vektoridlis szorzat determinénssal kifejezve:

ax by i jJ k
ay| X |by| =| ax a, a;
ay b, bx b, b,
i e ay ay
o b, b, by b,
ayb, — a,b,
= | —axb, + a,bx

axb, — ay by

+k-




Motivacié

Pontok, vektorok

> Egy pont és egy vektor is a valasztott koordinata-rendszerbeli
koordinatainak megadasaval definidlhaté. DE: figyeljiink az
elvégezhetd miveletekre!

> Miveletek pontok és vektorok kozott:

» pont + vektor = pont pont eltolasa
» pont — pont = vektor kilonbségvektor
» pont + pont nincs értelmezve!

v A+ B-4 B

A A



Motivacié

Pontok, vektorok

P> A tovabbiakban, ha két pontot vesziink, akkor feltessziik,
hogy azok nem esnek egybe (tehat két kilénbéz6 pontrdl
beszélhetiink)

» Ugyanigy, hdrom pontnal feltessziik, hogy nem esnek egy
egyenesbe

> Ha egyeneseket, sikokat vesziink ket is kiilonb6zének
tekintjik, illetve ha tobb sikot vesziink, azt is kizarjuk, hogy
mind egyez6 allasi legyen



Motivacié

Jelolés

> Pontok: a € E2,b c E3, ...

> Vektorok: ve R" n=23, ...
> spec.: [v], € R" olyan vektor, amely egység hossz(i, azaz
(ol =1l [l2 = 1.
> Egyenesek: e, f, g, ...
» Sikok: S, ...
> Matrixok: M € R™™m



Koordinata-rendszerek

Koordinata-rendszer

> A tér pontjainak egyértelmii leirdsara szam n-esek segitségével
X
pl:p=|y | €E3
V4
P> LehetOvé teszi a pontok szamitégépen vald tarolasat

P> LehetOvé teszi az algebrai és analitikus eszkdztar
felhasznalasat geometriai problémak megoldasara

> Egy, a problémahoz jél illeszkedd koordinata-rendszerben a
probléma leirdsa egyszeriibb lehet



Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Descartes-féle, derékszogli koordinata-rendszer

» Descartes, 1637.: értekezés a médszerrél (Discours de la
méthode pour bien conduire sa raison et chercher la vérité
dans les sciences)

P LegtObbszor ezzel taladlkozunk, ez a legegyszeriibb és
legelterjedtebb megadasi mod



Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Descartes koordinata-rendszer

» Az euklidészi tér [sik] minden véges pontjdhoz egyértelmiien
hozzarendel egy rendezett, valds (x, y, z) szamharmast [(x, y)
szampart].

P> A térben derékszogli koordinata-rendszert hataroz meg egy
kezdépont (origd, o), és egy ortonormalt bazis: harom
egymasra paronként merdleges egységvektor: i,j és k
(utébbiak az x, y, z tengelyek irdnyat adjak meg).

> Ekkor egy p pont X, y, z koordinatai sorban az origébdl a p-be
mutatd vektor i, j, k bazisvektorokra vett elGjeles merdleges
vetiiletével egyezik meg.

» Emlékeztets: az a vektor elSjeles merSleges vetiilete a [b],
egységvektorra (a, [b],) = |a| cos Z(a, [b],)



Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Eldjeles merdleges vetlilet




Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Geometriai értelmezés

» Szemléletesebben: A p(a, b, c) az a pont, amit az origdbdl az
x tengely mentén a egységet 1épve, majd az y tengely mentén
b egységet lépve, végiil a z tengely mentén c egységet lépve
kapunk.




Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Geometriai értelmezés

P> Vagyis a fenti értelmezés szerint, felhasznalva az egységnyi
hosszl, koordinatatengelyek irdanyaba mutaté i, j, k

bazisvektorokat, az [a, b, ] " koordinatak a kdvetkez pontot
azonositjak:

p =0+ ai+ bj+ ck

1 0 0
=o0o+a| 0| +b|1|+c|O
0 0 1



Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Sodrasirany — jobbsodrasi rendszer

2D
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Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Sodrasirany — balsodrast rendszer
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Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Sodrasirany — balsodrasu rendszer

3D

3D




Koordinata-rendszerek > Descartes koordinata-rendszer

Tavolsag szamitasa

> Két pont tavolsiga szamithaté: d? = (by — a1)? + (by — a2)?
> Egyrészt ez: lemérendo tavolsag — a fenti pedig a haromszog
oldalaira emelt négyzetek lemért teriilete

L . .| a .
» Descartes-koordinatakkal: algebrai egyenlet, ami [ al } és
2

b ) , .., ,
[ bl } ismeretében kiszamithatd
2

> — () alakzatok leirasara is megnyilt a lehetéség

» Altal4dnosan:
a,bcE":d=,/(b—ab—a)= />, (b— a)?

> V.6.: vektor hossza: v € R™: ||v]]2 = \/{v,v) = />0 | V2




Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Sikbeli polarkoordinata-rendszer

> Egy o kezdépont (referenciapont) és egy abbdl induld
félegyenes (polartengely) hatarozza meg.
> Egy p pont helyét két adat azonositja: (r,6)
» r>0: a p pont o-tdl vett tavolsiga
> 0 €0,27): az 0-bdl indulé p-n dtmend félegyenes
polartengellyel bezart szoge

P(r,6) P(r,0) = P(x,y)

}:r




Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Konverzidk

» Poldr — Descartes: (r,0) — (x,y)
> x=rcosf
> y=rsinf

» Descartes — polar: (x,y) — (r,6)
> r= X2 —+ y2
>

arctg(¥),
arctg(¥) + 2,
0 =< arctg(¥) +m,

i
27

= atan2(y, x)

x>0Ay>0
x>0Ay<0
x<0

x=0Ay>0
x=0Ay<0



Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Konverzidk

> A fentiek csak akkor teljesiilnek, amennyiben a Descartes
origd és a polar referenciapont, illetve a Descartes x-tengely és
a polartengely megegyezik. Egyéb esetben tovabbi szamitasok
sziikségesek.

> Mivan, ha x= 10,y = 07 llyenkor r = 0 mellett tetszbleges
szoggel visszakapjuk az origdt! Nem egyértelmii a polar szog,
az r = 0-at még azel6tt ellendrizzilk, hogy a fenti konverzids
képleteket probalnank hasznalni.



Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Megjegyzések

» Altaldban akkor hasznaljuk, ha az 4brazolni kivant dolgokhoz
jol illeszkedik, pl. kérmozgas

> Hatranyai: egyik PKR-bdl a masikba attérni koltséges,
derivaltak szamitasa koltséges, ...



Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

GOombi koordinatak

» Térbeli polar-koordinatak; meghatarozza egy alapsik (és annak
PKR-e) illetve egy arra merdleges ,,Z tengely”
» Egy térbeli p pontot harom adat reprezental: (r,0, ¢)
> (o,¢): a p pont alapsikra vett vetiiletének polarkoordinatéi
» 0 € [0,7]: az 0-bdl kiindulé és p-n 4thaladé félegyenes Z
tengellyel bezart szoge
> r. ap pont és az origd tavolsdga (ha r = 0 akkor ismét barmi
lehet a két polarszog! Konverzidk el6tt ezt ellendrizni kell)



Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

GOombi koordinatak




Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Gombi koordinatak




Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Konverzidk

> A sikban latott esethez hasonld feltételek mellett:

» GOombi — Descartes: (r,0,¢) — (x,y, 2)

X = rsin 6 cos ¢,
y = rsinfsin ¢,

Z=rcosf

» Descartes — gombi: (x,y,z) — (r, 0, ¢)

TR
¢ = atan2(y, x), X+ £0

z
f = arccos —, r#0
r



Koordinata-rendszerek > Polarkoordinata-rendszer

Megjegyzés

» Hasznos példaul a foldfelszin pontjainak azonositasara (de ott
altalaban 6 € [—m/2,7/2]).

> GOmb és ellipszoid parametrikus dbrazolasanal gombi
koordinatakat hasznalunk



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Baricentrikus koordinatak — intuitiv kép

S
v/




Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Baricentrikus koordinatak

» August Ferdinand Mébius [1827]

P> Motivacié: sokszor egy konkrét, véges része érdekes csak
szamunkra a térnek. Ennek a Descartes-félénél egy

sz

» A baricentrikus koordinatdk nem fiiggnek egy pont dnkényes
origdnak valasztasatél, helyette tobb pontra oszlik szét ez a
felelosség



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Motivacio: intervallumok

V @& 7N * U

Milyen u, v silyokat helyezziink a rid végére, hogy kiegyenstlyozott
legyen ha a haromszoggel jelzett pontnal emeljik fel?



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Motivacio: intervallumok

» Akkor nem billen el, ha (x — a)v= (b — x)u, ahol x a
haromszog pozicidja

» Az u, v-nek csak az aranyat koti meg a fenti, tegyik fel a
tovabbiakban, hogy u4+v=1

» Ekkor a silyok a kovetkezdk kell, hogy legyenek:




Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Tomegkozéppont

> Mechanikai analégia: pontrendszer tomegkdzéppontja

P> Legyen a sikban 3 pontunk és helyezziink minden p; pontba
m; € R sdlyt. Ekkor az m témegkozéppont:

m, m m
I\/I:mo+m1+m2, m:fo'pg—l——l-pl—k 2

M M v P2

» Homogén jellegii megadas: egy h # 0 szammal megszorozva a
stlyokat is ugyanazt a tomegkozéppontot kapjuk.



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Baricentrikus koordinatak

» Ha E” -ben az ag, ..., a, pontok kifeszitik a teret (azaz nem
esnek egy n— 1 dimenzids altérbe), akkor a tér barmely x
pontjdhoz egyértelmien taldlhatdéak Mg, ..., A, valds szamok

agy, hogy

n
X = g A,
i—0

ahol a \; baricentrikus koordinatakra teljesiil, hogy

n

jg:,x,=:1.

i=0



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Megjegyzés

» Sikban tehat 3 altalanos 4llast pont kell (olyanok, amelyek
nem esnek sem egy egyenesbe, sem egy pontba), mig a térben
4 altalanos allasa pont.

» Ha Vi-re \; > 0, akkor konvex kombinaciérdl beszéliink és a
pontok konvex burkdba esnek a kombinaci6é eredményei — azaz
sikon a hdromszogre, térben a tetraéderre.

» Az affin transzforméaciék nem véltoztatjdk meg a baricentrikus
koordinatakat (lasd késébb).



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Sikbeli baricentrikus koordinata-rendszer

P4 —+-

++-

+—-—

A +/- jelek az adott sikrészre esé pontok baricentrikus
koordinatéinak elGjeleit mutatjak.



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Baricentrikus — Descartes konverzid

» Legyenek (u, v, w) egy pont baricentrikus koordintai a

p1 = (x1,)1), P2 = (X2, ¥2), P3 = (3, y3) € E? &ltalénos allasd
pontokra vonatkoztatva.

» Ekkor az (u, v, w)-vel azonositott x(x, y) pont Descartes
koordinatai x = up; + vp> + wps, azaz

X = Ux1 + vX2 + wx3

y=uy1+ vy + wys



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Sikbeli baricentrikus koordinata-rendszer

1 1 1
> Legyen A(a,b,c):=| a, by ¢ |, a,b,ccE?
ay by ¢
» A A(a, b, c) mennyiség az a, b, c pontok &ltal meghatérozott
haromszog eljeles teriiletének duplija (pozitiv, ha éra
jarasaval ellentétes irdnyban adottak a csticspontok, kiilénben

negativ)
» Ha E3-ban vagyunk: A(a,b,c) = ((b—a) x (c — a), n), ahol
n a harom pont sikjanak egység hosszi normdlisa.



Koordinata-rendszerek > Baricentrikus koordinatak

Descartes — baricentrikus konverzid

> Egy x € E? pont baricentrikus koordinatai a kdvetkez6k

lesznek a p1 = (x1,y1), P2 = (X2, y2), p3 = (x3,y3) € E?
altalanos allast pontokra vonatkoztatva:

~ A(x,p2,p3)
~ A(p1, P2, P3)
_ A(p1,x,p3)
~ A(p1, P2, P3)
_ A(p1,p2;x)
~ A(p1, P2, P3)



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Homogén koordinatak — Motivacio

> Vetitsiik egy e egyenes pontjait az x tengelyre egy k pontbdl!

K _ D=2




Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Homogén koordinatak — Motivacio

» A d’ pont nincs az euklideszi stkon (E?), mivel a k-n és d-n
athaladé vetitosugdr parhuzamos az x tengellyel

> Otlet: bévitsiik ki E>-t!
» — tekintsik ,pontnak” az egyenesek egyezé allasat (irdnyat)
is, azaz minden egyenesnek legyen még egy , pontja”

> Ez a pont az egyenes idedlis pontja.



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Definicié — idealis pont

» Egyenes = egyenes + 1 ideélis pont tgy, hogy:

» Parhuzamos egyenesek idedlis pontja megegyezik
(,taldlkoznak a végtelenben"” —
festészetben /fot6zasban ezt hivjak , tavlati
pontnak”, angolul vanishing point)

» Egy sik ideélis pontjai egy egyenesen vannak, ez a
sik idealis egyenese

» Parhuzamos sikok idealis egyenese megegyezik

> A tér idedlis elemei (pontok, egyenesek) egy
sikban vannak, ez a tér idedlis sikja




Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Definicié és tulajdonsagok — homogén tér

» Homogén sik: az E? projektiv lezarasa, azaz E? egy
kitlintetett ideélis egyenessel
» Projektiv sikban két pont meghatéaroz egy egyenest
> Két egyenes meghatdroz egy pontot (!) — metszéspont
>

» Homogén tér: az E3 projektiv lezarasa, azaz E3 egy
kitiintetett idealis sikkal

» Harom pont meghatéaroz egy sikot

» Harom sik meghatéroz egy pontot (!) — metszéspont

» (HF: igaz az, hogy bdrmely (tetszéleges) harom sik
meghatéroz egy pontot a projektiv térben, ami mind a harom
sikon rajta van? Milyen esetekben nem?)

>



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Homogén koordinatak

» Az euklideszi tér minden pontjahoz hozzarendeliink egy
szamnégyest, homogén koordinatikat:
p(X7y7z) _> [X7y7z7 1]
~ h[x,y, z,1]
= [hx, hy, hz, h], h # 0

> az sszes v = [x, y, 2] T irAnyvektorhoz pedig:
y.2 =[xy 20
~ hlx, y, z,0]
= [hx, hy, hz,0], h # 0
> Azaz egy homogén pont koordinatait tetszéleges h # 0
szammal megszorozhatjuk és a kapott Uj koordinatak
ugyanazt a pontot/vektort abrazoljak.
> Ez a bedgyazasnal (E” beagyazasa R""1-be) gy mutatkozik
meg, hogy a vetit6 egyenesen talalhatd 6sszes homogén pont
ugyanazt az euklideszi pontot/vektort jelenti.



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

[E? bedgyazisa R3-ba

X, y, h]

4 £
(x/h, y/h, 1]

;
iy
i




Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Visszatérés Descartes koordinata-rendszerbe

» Mit abrazol az [x1, x2, X3, x4] projektiv térbeli elem?
> Ha x4 # 0, akkor egy kdzdnséges pontrdl van sz6, aminek
koordinatai homogén (vagy projektiv) osztas utan

X1 X2 X3 X1 X2 X3
[x1, %0, X3, %] = | —, —, —,1| =p <
4 X4 Xa

> Haxy =0, de ¢ + 3 + x3 # 0 (=nem mind nulla), akkor egy
idedlis pontrdl van szd, az [x1, x, x3] vektorral egyezd allasi
egyenesekhez rendeltrdl.

» Ha x; =0, i=1,2,3,4, akkor nincs értelmezve.



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Nevezetes homogén alakok

> Legyen c # 0 tetszbleges, nem nulla valés szam. Ekkor a
kovetkez6 néhany példa nevezetes pontokra:
> [0,0,0, d az origd
> [c,0,0,0] az x tengely idedlis pontja
> [0, c,0,0] az y tengely idedlis pontja
> [0,0,c,0] az z tengely idedlis pontja



Koordinata-rendszerek > Homogén koordinatak

Tulajdonsagok

> A projektiv sikon a pont és az egyenes, a projektiv térben a
pont és a sik dudlis fogalmak
> Figyeljink, hogy egyes tulajdonsagok az euklideszi térbol nem
jonnek at:
» Egy egyenes egy pontja nem osztja két részre az egyenest! De:
két kiilonb6z6é pontja mar két részre osztja
> Egy sikot egy egyenese nem osztja két részre! De: két
kiilonb6z6 egyenese mar két részre osztja
> Két pontot Gsszekotd egyenes szakasz sem egyértelmii! (Az
egyenes idedlis pontja ,0sszeragasztja” az egyenes két végét)
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